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S50-MECANIQUE = o A

Objectifs s e
Cette premiéere partie de cours (7 semaines) doit permettre de faire le point sur vos connaissances en
dynamique du solide afin d’aborder le projet de la deuxieme partie du semestre.
Mode d’emploi de ce cours
Il vous est demandé de lire le cours en autonomie et de refaire les exercices corrigés seul ou en
groupe (4 maximum). Il vous est possible de poser toutes vos questions a 1’enseignant. Des controles

continus programmeés vous permettront de contréler vos compétences avant le projet de P2.

Plan du cours :

Chapitre 1 : calcul vectoriel

Chapitre 2 : torseurs-torseur cinématique
Controle continu n°1 semaine 3

Chapitre 3 : geométrie des masses
Controle continu n°2 semaine 5

Chapitre 4 : Principe Fondamental de la Dynamique
DSen P2

Annexes
Moments d’inertie et produits d’inertie
Aide-mémoire
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Chapitre 1 : calcul vectoriel R -

Debuis 1961

A : produit scalaire :

On définit un repere R,(0,, X4, Vo, Zo) Orthonormé direct.
Par définition : u;. %, = ||ugll. |51l cos (w7, u3)

a, a

u—{ bl ; u—2> bZ ; u—l)u—z) = a4, + b1b2 + C1Co
C1g, C2p,

Propriétés :

Le produit scalaire est commutatif : u;.u, = u,.u;
Le résultat est un scalaire

Exemple :
a; a;
luill = llwzll = 1, ug |by 5 uz |bs
0 g, 0 g,
Yo 7
Uy
®
0 —
X0
0o

Calculer u;.x,. En déduire la valeur de a;.
Calculer u;.y,. En déduire la valeur de b,.
Calculer u,.x,. En déduire la valeur de a,.
Calculer u,.y,. En déduire la valeur de b,.
Calculer u,.u;

Réponses :
a, = cosB, b, = sinf,a, = cosd, b, = sind,u,.u; = cos(6 — ¢)
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B : produit vectoriel : ReVELATeve Dincénicuts

Depuis 1961
On définit un repere R,(0,, X4, Vo, Zo) Orthonormé direct.
Soit u;, u,, k tel que k perpendiculaire a u; et u,
Par définition : u; A, = (w7l 1%l sin(vs, w5). k

g — -
NB : (u;,u,) angle orienté entre u; et u,, (u;,u,, k) triedre direct
1 Uy 1 2 (U, Uy

al a2 bl' Cz - bz. C1
u |b1 juy b2 s uiAu, =|ci.ap; —ag.c,

ClR0 CZRO al.bz - az.blRo
Propriétes :

Le produit vectoriel n’est pas commutatif : u;Au, = —u, Au;
Le résultat est un vecteur

k
Uu;
'\ o
0o !
Exemple :
On définit un repere R,(0,, X4, Vo, Zo) Orthonormé direct.
a, a,
luill = lluzll = 1, a7 by ;uz |be
0 Ry 0 Ry
Yo
— 0
U
Uy
0 —
X0
0o

Donner les valeurs de a4, by, a,, b, en fonction de 0.
Calculer u,.u7, conclure.
Donner (sans calcul) XqAYq,, Uy AZy, XgAU;, Yo AUy, XoAlly, Uy Al .
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Réponses : = R
a, = cosO,b, = sinf,a, = —sinf, b, = cosb, Dehvis (961
Uy. U, = ay.a, + by.b, = 0 : les deux vecteurs sont orthogonaux (on le savait déja).
XoAVo = Zg, U1 AZg = —Uy, XgAlU;, = SINO.Zy, YoAU; = —C0S0.Zg, XgAU, = c0SO.Zg, Uy AU, = —Z,

Chapitre 2 : torseurs-torseur cinématique

1 : définition d’un torseur

Un torseur est un champ vectoriel equiprojectif :
— > —> —>
Ma - AB= Mg - AB

Relation trés utilisée en particulier en cinématique du solide... Voir un peu plus loin.

Lpe , —> ) —
Il est défini par sa résultante R et son moment en un point A : Ma

Notation :
> —> [ —> 3
Ma=[R|Ma] o [R|Ma} ou {5
A MA

AL

Propriété : transport du torseur “BABAR”
M—B) = MZ + BAAR

Définitions :
- Glisseur : un torseur est un glisseur si et seulement si il existe un point K tel que
— >
Mg= 0
L’ensemble des points K est une droite appelée« axe du glisseur ».
- Couple : un torseur est un couple si sa résultante est nulle. Un couple est donc un champ vectoriel
constant.

Propriété :
On démontre que tout torseur peut s’écrire comme la somme d’un couple et d’un glisseur (la
somme de deux torseurs ne peut se faire que s’ils sont exprimés en un méme point).

Exemple :

Vous portez une poutre homogéne de section constante tout seul.

Au départ vous la prenez en son milieu : vous n’avez a exercer qu’une résultante (force vers le haut
d’intensité égale au poids de la poutre.

Ensuite vous la portez a I’horizontal par une de ses extrémités : vous avez a exercer la méme résultante plus
un moment égal au produit de la demi longueur de la poutre multiplié par son poids.

La réunion de la résultante et du moment en un point s’appelle le torseur des efforts !

2 : cinématique du solide

Le champ cinématique des vitesses est un torseur : le torseur cinématique.

— > —— —>
V(A)so - AB=V(B)go - AB
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Il est défini par sa résultante cinématique Qg —Vvecteur vitesse de rotation
du solide dans son mouvement par rapport au repére R

et par son moment cinematique en un point A v(A)sp —Vvecteur vitesse
du point A du solide dans son mouvement par rapport au repere Rq :

[Vsio]a = {QS/E) V(A)S/6 }A

Pour définir complétement le vecteur vitesse d’un point, il faut :
... un point P
... qui appartient a un solide S, ou qui est fixe dans un repére Rs

s

REVELATEUR D'iNGEN]EVRS
Debuis 1961

... solide ou repére mobile dans un repére Ry dans lequel O, est un point fixe (pas forcément 1’origine)

Il est essentiel de faire apparaitre le repére de dérivation !

Remarque : le champ des accélérations d’un solide n’est en général pas un torseur.

Formule du changement de repére de dérivation (ou formule de dérivation composée)

U doy — —
at ~ dt TfwAU

NB : ne pas confondre ...

e repére d’observation (I’observateur est lié a ce repére, et il décrit le mouvement)

e repére de dérivation (notion utile pour le traitement mathématique des calculs)

e repere d’écriture (dans lequel on exprime les résultats). Il est rarement nécessaire d’écrire ces
résultats dans un repére particulier ! Et encore moins souvent utile de les écrire dans Ry, méme
lorsqu’il s’agit de calculer la vitesse d’un point, dans son mouvement par rapport a R.

Exemple : 1’écriture suivante est tout a fait possible

—— dYP0,p > e i
VP2 ==—gr — = X i1 +r 0 j1 +Loa |,

Le repere d’observation est Ry,
le premier* repére de dérivation qui apparait est Ry,
il n’y a pas vraiment de repere d’écriture : Ry et R, sont utilisés !

* Dans les calculs, on a sirement utilisé la relation

dV 0P d® 0P —> —
dt = dt +QZ/1/\O].P

Et la apparaissent 2 repéres de dérivation ! 5
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Exercice 1 ‘ :;évémm D'incénicuRs
] - > > - o> - > . Detuis (961
Soient Ro =(Oo, o, jo, ko) et Ry =(0q, i1, j1, ki =ko)mobile dans R

—> dp o .
Q10 ==7ko ou ¢ko

d(t) ()
dO | a@757
Calculer =—= et =22
dt dt
On trouve :
. ST
Ji
[
ﬂ o
>
ko Lo

Représentation plane des repéres directs avec 1’axe de rotation commun aux deux repéres k, perpendiculaire
au plan, I’angle ¢ algébrique est représenté positif compris entre 0 et g pour éviter les erreurs de signe.

a5 _ a7 -
= @.], et = —@.1
ar ?P.]1 at .14

Remarquer que « dériver par rapport au temps » consiste a faire pivoter le vecteur de +r/2 autour
de l’axe portant le vecteur vitesse de rotation k, et de multiplier par la valeur algébrique de la vitesse de

rotation ¢ .

Exercice 2
Soient Ro =(Oo, o, jo, ko) et

= o> o> —> > o> _
R1=(01, 11 = o, J1,K1), R2=(Og, i2, j2 = j1, k2), mobiles dans R
T — .
Qo= ¢l Qo= 0j;

07 4O% 4O 4O
Calculer &2, £ k1 & Fo oo

dt dt dt dt

On trouve :
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Y &
7 0
ky
1
P
->
lo
Jo
R 10=1;
5 0~ l1
k>
7]
1 ky

d(o)ﬁ s d(o)k—l) N

o 9k =90

d®%k, L ereis

Pour calculer ” 2, deux possibilités :

d de + .Qz/o/\kz ’—dt = 0, .Qz/o = ‘QZ/l + 'Ql/O

. d(o)r d(l)r —_— d(l)? TR L T . s
Ou mIeUXTz = dt - + ‘QI/OAkZ ; TZ =0. ly, Q. lol\kz = —Q. COSQ.]l

~ d(o)_) . — . ; N
De méme dtlz =—0.k, + ¢.sin6.j;

REVELATEVR D'INGENjEVRS
Depuis 1961
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Pour s’entrainer : REVELATEVR DINGENIEVRS

Soit le repére fixe Ry (O, Xy, Y, , Zy) et les repéres mobiles -
R, (O, XY, =Yy, Zl) R, (O, X, Y5, 2L, = Zl)
Avec QRllRO =0- Yo et QRZ/Rl =@-Z,

Calculer :
dO%; d©z; 4%, q©y
dt ' dt dt dt

Roulement sans glissement
Soit | le point de contact entre S1 et S2. On définit la vitesse de glissement de S1 par rapport & S2 : (Rpest un
repere quelconque)

V(Dgie =V(D 10 = V(D20

V(D12

i —_— >
Il'y a roulement sans glissement si v(l)git = 0

Exemple : une roue (1) de rayon R roule sans glisser sur le sol (0). Quelle est la relation entre la vitesse
d’avance et la vitesse de rotation de la roue ?

a

~

<l
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Réponse : on met en place un repére par sous ensemble cinématique, puis le paramétrageévgerrmtganug
de passer d’un repére a un autre. petuis 1961

yo Yo N I
Vi Yo 3!linstant t al'instant t + dt
N \
— 11
X1
N
ﬂ @(t)
—C —
Xo
| -
0 S ~
’ A(t) [0, 1o I T

Ro (Oo; X3, ¥, ko) fixe, Ry (C; %g,¥, ko) lié & 1 axede la roue, R, (C; X7,¥7, ko) lié alaroue

Avec A(t) algébrique et dessiné positif, (t) algébrique représenté positif compris entre 0 et %
Les points | : | est le point géométrique de contact entre la roue et le sol, I;est le point de la roue (1) en I a
I’instant t, Iyest le point de la route en I a I’instant t. Les points I, I;, I, coincident a I’instant t
A Tinstant t+dt, I est toujours le point de contact entre la roue et le sol, I;s’est déplacé sur la roue et [yn’a
pas bougé.
La vitesse de glissement est v /o

m):W"‘h—C)/\m:/ix_o,"'Rﬁbx_o)

La relation de roulement sans glissement est : 1 + R¢ = 0

Mouvement plan sur plan

Un solide S est animé d’un mouvement plan sur plan si un plan P1 lié¢ a S glisse sur un plan fixe P. A tout
instant, P et P1 restent donc paralléles.

On appelle CIR (centre instantané de rotation) le point géométrique I appartenant a S qui, a I’instant t,
posséde une vitesse nulle par rapport a Ry :

—> —>

V(|)s/0 . =0
Suite de I’exemple précédent : une roue (1) de rayon R roule en glissant sur le sol (0) : 24 + R¢ =0
Ou se trouve le CIR de ce mouvement plan sur plan ?

Solution : on appelle K le CIR. On pose 0,K = ax, + by,
Uket/o = Vcerjo + KCARy 9 = Axg + (A — a)xg + (R — b)yo) Ak, ;
Vke1/0 = (A + (R — b)(,b)x_o’ - (A=-a)py, =0

_— R . — . —> =
Vkeijo = (E —b)pxy — (A —a)gy, =0

Donc a=A\ et b=5
2 9
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Exercice d’application :
Mouvement du robot

Type de mouvement

Axe 1
Axe 2
Axe 3
Axe 4
Axe 5
Axe 6

Mouvement de rotation +180°
Mouvement de bras +110°
Mouvement de bras +50°
Mouvement de poignet +200°
Mouvement de flexion +120°
Mouvement de pivot ~ +400°

Version 10/9/2019

robot ABB IRB 140

- -180°
- _900
= =230%
- -200°
= <120°
- -400°

Portée du mouvement

o [
=
=
; 3REST
o ONALE O n(.iv.m.ﬁ‘;vc BRE’ )
porsprrtl

REVELATEVR D'iNGENIEVRS

Depuis 1961

Positions au centre Angle (degrés)

du poignet (mm)

pos. | X z pos. | axe 2 | axe 3
0 450| 712 0 0 0
1 70| 1092 1 0 -90
2 314| 421 2 0| +50
3 765 99 3 10| -90
6 1| 586 6 -90 | +50
7 218| 558 7 110 | -230
8 | -670| 352 8 -90| -90

Les positions extrémes du bras du robot.

360

810

670

486

Schématisation du porteur

Jo
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REVELATEVR D'iNGENEVRS

La schématisation du « porteur » (les 3 premiers axes) de ce robot fait apparaitre les repéres liés a ses "%
« segments » (ou « bras », ou « solides ») de ce robot. Les 3 rotations successives seront notées a., 3, y avec
évidemment a = a(t), B = B(t), y = y(1).

1 : Déterminer les vecteurs vitesses de rotation

— >

Q10

— 5 —

QZ/\ QZ/\ .

2 : Déterminer les vecteurs vitesses

—>

VAo \ \ \
V(A)Zl\l V(A)Z/g V(B)zq v(B) 20
V(C)3/2 V(C)3/1 V(C)3/0

3 : Enfin, en supposant que, dans la phase de mouvement qui nous intéresse (et qui sera de durée limitée),
les vitesses de rotations aient des mesures algébriques constantes

. d - d . d
a d—? = w1 (CSte) f = d—f = woy (CSte) Y = d_)t) = w3 (CSte)

Déterminer

alA) g \ \ \
a(A)Zl\l a(A)z/g a(B)z/g a(B)
a(C)z, alC)yy alClyp

Réponse :

Ennotant 04 = a1y + dk,, AB = bk,, BC = 13

V(A)1/0 = adjy, V(B)z/o = adj; + b(ﬁl_z) + asin(B) J7)

v(C)s/0 = adj; + b(B; + asin(B7) + c(=(7 + B)ks + c cos(B + V) ]1),

a(A)1y0 = —ad’l,

a(B)zj0 = —ad®t + b(—p2ly+2a feos(B) I — a2 sin(B) 1,

a(C—)3/(; = —ad?; + b(—f%k,+2d feos(B) T3 — a2 sin(B) 1 + c(-(y+ ﬁ)21_3’ —2d(y + B) sin(B +
¥)Jji — d*cos(B +y) 1))
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Chapitre 3 : géométrie des masses
v s - . . . dm
On s’intéresse ici aux systémes a masse conservative :E =0 donc m = cste

1 :schématisation des systemes matériels

1.1 : systeme materiel discret
Le systeme est composé d’un nombre fini nde particules P; de masse m;.
La masse du systeme est :

Ms :_Zl m;j
J:
1.2 : systeme continu & densité de masse

On note alors I’expression de la masse élémentaire :
p,-dV =dm ; p, masse volumique (kg/m)

p, -dS =dm ; p,masse surfacique (kg/m?)

Py -dL=dm ; p,masse linéique (kg/m)

2 :centre de masse (cdm), noté tres souvent G

2.1 : systeme discret

H n _)
¥C, msCG=Y |m;CP|
j=1
2.2 : systeme continu
—>
vC, msCG=| CPdm

©®)
Remarques :
Nous pouvons projeter cette relation :

MsXe 25‘ Xp dm

©)
Et 2 autres du méme genre...

Nous pouvons dériver par rapport au temps :
—

msV(G) Z [m v(PJ)] ms\V(G) :(é) v(P)dm

encore une fois...
n — > >

msa JZ [mja(P,-)] msa(G) :(g) a(P)dm
Et: )

Ms Xg =2, [mj x;j] ms Zg :fz'; dm

i=1 S

Exemples :

1 : calculer la position du cdm d’un demi disque homogéne de rayon R et de masse m

REVELATEUR D'iNGEN]EVRS
Debuis 1961

2 : calculer la position du cdm d’un cone homogene de rayon de base R, de hauteur H et de masse m jw
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Réponses : A - | ‘A:I;éVéLATwR D'INGENEVRS
1- y Detvis 1961
>
) X
—_ U —_ xM
Par symetrie, on peut dire que : OG |y.. Soit M un point quelconque du solide : OM |yu
0 0

m.ye = [ yy.dm, avecdm = p.dS, p = ::2, dS = rdrd0 (coordonnées cylindriques) ,
En coordonnées cylindriques : OM = r.e,;, donc y, = r.sin6

2
m.Yye = n.::lz

dépendent- pas de 8, et les bornes d’intégration de 8 (de 0 a ) ne dépendent pas de r. L’intégrale double se
transforme donc en la multiplication de deux intégrales simples :

2m R T
m.yc =—m i rzdrj; sinf.do
2 R3 - 4 4
= — % =
Y6 = T RZ3 3
2:
s 4 .
y
R(Y)
y
>
A o Bz
0 X
Par symetrie, on peut dire que : OG |y,. Soit M un point quelconque du solide : OM |y
0 Z
m.yc = [y.dm, avecdm =p.dV, p = % = rdrdfdy (coordonnées cylindriques) ,

o2 [[ s

Les variables r et z sont liées donc les intégrales sont imbriquées : R(y) = R(1 — %)
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H R(Y) 2w HR(y)Z H y | REVELy Fhctnicurs
J— —_— — 2 —_— 2 —_—— —_—— epujs | [
—J;) U;) rdrldy.j;) d@—ZTL’L > dy—anO (1 H) dy = nR 3(1 T };P R6
B nRZH
Donc :
_3m - dr.do.d
m.yc = —RZH y.dV = —rT y.r.dr. y

3 H R(y) 21 3 R(y)z 3R2 H yz
= — dr|yd do = dy = 1-=) yd
Ya ﬂRszoUo rrlyyf Rano S —ydy RZHfo( H)yy

3
_3 yo .y
= f ( 2H+H2>dy

4- H H
2 3—H+m ~7

GEOMETRIE DES MASSES
MOMENTS D’INERTIE, PRODUITS D’INERTIE

La masse « m » seule ne permet pas de caractériser la difficulté a mettre un solide en mouvement. Dans le
cas particulier ou ce mouvement est une translation, la masse suffit, mais pour des mouvements plus
complexes, la répartition de cette masse dans 1’espace géométrique du solide est a retenir.

Deux quantités scalaires: le moment d’inertie (quantité positive ou négligeable) et le produit d’inertie

(positif, négatif ou nul) caractérisent cette répartition. Ces deux quantités s’expriment en Kg.m2 et nous
allons détailler leurs propriétés.

3 : Matrice d’inertie

A -F -E
[IS]O,R = B -D
Sym C g

avec .

A : moment d’inertie du solide par rapporta (0,X)A = [(y? + z%) dm
B : moment d’inertie du solide par rapporta (O,y) B = [(x? + z%) dm
C : moment d’inertie du solide par rapporta (O,7) C = [(x? + y%) dm

moment d’inertie 2 0

o

: produit d’inertie par rapport au plan  (0,y,Z) D = [ yzdm produit d’inertie
: produit d’inertie par rapport au plan (O,%,7) E = [ xz dm <0,=00u >0
F : produit d’inertie par rapport au plan (O,X,y) F = [ xy dm

m

Important : ces termes dépendent du repére de calcul (généralement lié au solide) !
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Cas ou le repere lié au solide admet un plan de symétrie materielle REVELATevR D'inGENiEuRs
P est plan de symétrie matérielle de normale Z pour le solide. ebis 1961
On peut alors séparer l'intégrale sur (S), en une somme d’intégrales sur (S1) et (Sy).

Ona:

4

E= '[x.z‘dm + '[x.(—z).dm =0
51 s2

D= '[y.z.dm +h jy.(—z).dm =0
S1 S2

A -F 0
[Zs]lor= B 0
Sym C Iox

Cas ou le repere lié au solide admet deux plans de symétrie matérielle

Compte tenu du résultat précédent, si (S) admet deux plans de symétrie orthogonaux de normales,

par exemple, X et Z,alors:

A 0 O
[|S]o,R = B O
Sym C OR

Tous les produits d’inertie sont nuls

Cas ou le solide présente une symétrie de révolution

=

Un solide de révolution d’axe Z, par exemple, admet au moins deux plans de symétrie
perpendiculaires, donc les produits d’inertie sont nuls.

Lesaxes X et y jouent le méme réle du point de vue geométrique et du point de vue de la
répartition des masses ! Par conséquent, les moments d’inertie A et B sont égaux

A 0
[ IS]O,(-,-,_Z)) = A
Sym

O o o

O,(',-,?)

ce qui est vrai pour toute base contenant Z.

Et... C =A+I22dm
2 S
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Cas ou le solide est une plaque d’épaisseur négligeable (plague mince)

Si I’épaisseur suivant Z est négligeable devant les autres dimensions, alors z=0

Donc E=D=0et C=A+B

A F O
[1s]logr = B 0
Sym A+B | .

MOMENT D’INERTIE PAR RAPPORT A UN AXE QUEL

lomy = U Llslon T

THEOREME DE HUYGHENS GENERALISE

REVELATEVR D'iNGENEVRS
Depuis 1961

Le passage d’une matrice d’inertie définie en G, centre d’inertie de S, a la matrice d’inertie en O s’ écrit:

[Islogr=[1slgr+m

b2 +c?

Sym

—-ab
c?+a?

—ac
—bc
a2+Db?

a, b, c étant les coordonnées du centre de masse G dans le repére lié au solide en O.

Remarque

- les moments d’inertie Ag, Bg, Cg sont minimaux en G.

Important

- le théoréme de Huyghens ne permet pas de passer d’un point quelconque a un autre : passage obligé

par G!

- Enoncé du théoréme de Koenig : I’opérateur d’inertie du solide S de masse m calculé en O =
I’opérateur d’inertie de S en G + ’opérateur d’inertie calculé en O appliqué a une masse ponctuelle

m située en G.

- C’est la méme chose que Huyghens généralisé...

Remarque : moments principaux d’inertie et repére principal d’inertie

La matrice d’inertie est symétrique, donc diagonalisable. Ceci signifie qu’il existe, pour tout solide,
un référentiel dans lequel les produits d’inertie D, E, F sont nuls. Les moments d’inertie A, B, C sont alors
dits « principaux » et correspondent aux valeurs propres de la matrice. La base de ce reférentiel principal

correspond aux vecteurs propres associés.

E



S50 Meécanique semaines 1 a7

Erwan Contal Version 10/9/2019 3

Exemples :

REVELATEVR D'iNGENEVRS

1 : calculer la matrice d’inertie d’une barre homogeéne de longueur 2L et de masse m en son centre O dahi§*1é®

repére R(O; X,¥,Z) lié a la barre tel que la barre soit portée par (O; X)

2 : calculer la matrice d’inertie d’un demi disque homogene de rayon R et de masse m en son cdm G dans le

repére R(O; X,¥,Z) lié au solide tel que 0Gsoit porté par (0; ¥)

3: calculer la matrice d’inertie d’un cone homogéne de rayon R, de hauteur H et de masse m au centre de sa

base O dans le repére R(O; X,¥,%) lié au solide tel que OGsoit porté par (0; Z)

Réponses :
1:

<

O X

Le solide posséde un axe de symétrie de révolution (O; X) donc la matrice est diagonale et B=C

A= [(y?+ z%)dm, avec y = z =0 car le solide est filaire donc A=0
B = [(x? + z¥)dm, avec dm = pdx,p = g

m (L mL?
B=—{[ x?dx=——=¢C
ZLI—L 3 !

(0 0 0
| mlL? |
=105 08
[l0.5] =
IO 0 mL? |
k =)
A -
2: y
J
>
AR K | .
0G== O X

3T

Le solide possede deux plans de symétrie : (0; X; y)et (O; Z; y) donc la matrice est diagonale.

C’est un solide surfacique donc z=0
Calculons la matrice d’inertie en O pour commencer

2m
= j(yz)dm; dm =p.dS; p=—=; dS =rdrdf ; y = rsinf

mR*’
2m 2m (R ™
A= —ﬂ (rsin6)? rdrd6 = —Zf r3er (sin6)?d6
0 0
2m 3 1-— cos(29) 2m R*m  mR?
=[] _amitn_
R mR* 4 2 4

Or pour le quart de disque (O1J): A =B= T
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- R? : — 'y
Donc pour le demi disque : B = mT (2 quarts de disque !) L

Debuis 1961

m
=f(x2+y2)dm=A+B= >

Remarque :
On pouvait commencer par C (plus facile)

_ - I R ™ _ mR?
(x% +y%)dm r‘dm =—— | r>dr | do
nR* ), 0 2

Puis on remarquaitque C = A+ B avec A = B

Matrice d’inertie en G : on applique Huygens
(i (25 |
m ( ) 0 0
ll.] = llo.s] - 4 0
t )

0 0 m(%))}e

(0; Z) est un axe de symétrie de révolution donc la matrice
d’inertie du cone calculée en O est diagonale et A=B

A 0 0
o-fi 4
R

3:

Calcul de C
2 2 m T[RZH 2 2 2
= f(x + y*)dm,dm = pdV,p = 7,V =3 ,dV =rdrdfdz,x* + y* =r
Les variables r et z sont liées donc les intégrales sont imbriquées : R(z) = R(1 — %)

H R(z) 5 2T HR(Z)4- 3mR2 H Z\4
C pjo Uo r drl dz ) deo npfo 2 dz oH Jo ( I-I) dz

3mR? H( Z)S]H 3mR?

2H | 5\ H

o 10

Calcul de A :
C
= f(zz + y2)dm,par symétrie fyzdm = fxzdm =5
Donc A = [ z%dm +§,0n pose K = [ z*dm

H[ rR2) 2m H R ()2 3 H 2
K= 'DJ U rdrl z’dz. | dO = 27Tpf @) 2dz = 22 (1 — E) z*dz
0 0 0

2 H ), H
3mJ + 4 3m[z3 z4 2517 mH2
(z* ) =0 |3 " 2H 5H2 ~ 10

3mR?> mH?
20 10

A
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Chapitre 4 : Principe Fondamental de la Dynamique
Enoncé

1 : Torseur cinétique — torseur dynamique
Définitions

Torseur cinetique : torseur associé au champ de vitesses du solide S.

5 —
[Lso]c = [pS/O Lsioc L
—> —> — —
Pso = | V(P)g,dm Lsoc = | CP A v(P)g,dm

—
@5 =m V(G)s/o

Torseur dynamique : torseur associé au champ des accélérations du solide S.

— 5 —>
[NS/O]C:[DS/O Nsioc }c
— = —> — —
Dso = | a(P)g,dm Nsoc = | CP A a(P)g, dm
—

—>
Dso =ma(G) g,

Relation entre les résultantes cinétique et dynamique
Systéme a masse conservative

bisioj = 2 PE0
( ) - d t

Relation entre les moments cinétique et dynamique

—>
d© L(S/0),
at

—> > >
N(S/0), = +V(C) o A P(S/I0)

Remarques : si C est fixe dans Ro ou si C =G :

— > dOL(S/0),
N(S/0)c =——

REVELATEUR D'INGENIEVRS
Depuis 1961
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L
Systeme de solides = O T
Appelons X un systeme de n solides petuis 1961
n
= s
i=1

Le moment cinétique (dynamique) d’un systéme de solides s’obtient en sommant les
moments cinétiques (dynamiques) de chaque solide, calculés en un méme point.

2 : calcul du moment cinétique en pratique

Notations : solide S, centre de masse G, Ry repere fixe (galiléen), Rs repére lié a S et dont I’origine est le
point Os (point de calcul de la matrice d’inertie).
La forme la plus générale pour 1’écriture du moment cinétique en un point C (quelconque) est

— — — > > > —>
I—S/Oc =mCGA V(OS)SIO +m COs/\(QSIO A\ Os,G)+[|oS ]QSIO

formule peu utile, voir cas particuliers

> >
Jo Ks

Ky

Cas particuliers : (toujours se placer dans ces cas)
Si le solide (S) posséde un point fixe dans Ry . C est confondu avec Os, fixe dans Ry

—> —>
Lsoos =[los 1Qs0
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REVELATEVR D'iNGENEVRS

Sinon on passe par le centre de masse (puis BABAR) :C est confondu avec Os, confondus avec G..J"* ¢

> >

/O
¢

—> —>
Lsog =[1s 1Qs0

Ce qu’il faut retenir pour calculer le moment dynamique d’un solide (S) en A :
Se poser la question : (S) posséde t’il un point fixe O dans Ro ?

Si oui : on peut passer par ce point fixe

NA = NO + AO/\maG; NO = W B LO = [I(O,S)]'QS/O

Ro

Sinon : on passe par G le centre de masse de (S) (toujours vrai, avec ou sans point fixe)

NA = NG + AG/\maG; NG = W ; LG = I:I(G,S)]‘QS/O

Ro
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.
2 : Principe Fondamental de la Dynamique — PFD = i

Debuis 1961

Dans un repére galiléen Roou assimilé (repere dit fixe ou de référence), le torseur en C (point quelconque)
des efforts extérieurs appliqués au systeme X est égal au torseur dynamique en C de X par rapport a Ro.

[FexUZ]C = [NZ/O ]C

Ou
Théoreme de la résultante dynamique Théoreme du moment dynamique
_— > —> > >
Fexvs = Dxpo Mexvsc = Nsspoc
Remarques :

- 1. Tout espace en translation rectiligne uniforme par rapport a un espace galiléen est galiléen.
- 2. Espaces galiléens

Espace de Copernic

origine : centre de masse du systeme solaire,

axes : définis par des étoiles trés lointaines.

C’est un excellent espace galiléen pour étudier les mouvements qui se produisent au voisinage du
systeme solaire.

Pour les mouvements terrestres, le sol sera notre référence (assimilé galiléen).

N

: choix des équations du PFD pour obtenir les éguations de mouvement

: Toute étude dynamique d’un systéme commence par le choix d’un repere de référence galiléen.

: Ensuite, il faut fixer, a chaque sous ensemble cinématique constituant le systéme, un repere.

: Les parametres de position apparaissent alors : ils permettent de passer d’un repére a un autre.

: Une derniere étape consiste a déterminer les éventuelles relations entre les paramétres de position.

O w>

Il y a autant d’équations de mouvement a déterminer qu’il existe de paramétres de position
indépendants.

La mise en place des parameétres —afin d’éviter les erreurs de signes - se fera de la fagon suivante :
- un parameétre de translation sera toujours représenté positif sur le schéma (sa valeur est algebrigue)
- un parameétre angulaire sera toujours représenté (de préférence petit) compris entre 0 et /2 (sa valeur
est algébrique)

Nous ne sommes pas toujours obligés de développer toutes les équations qu’offre le PFD (6, pour chaque
systeme matériel isolé).

Le choix des equations a développer se fait a partir des parametres indépendants :
Pour un parametre de translation suivant un axe U positionnant les solides (S1) et (S2), on écrira
I’équation de la résultante en projection sur U, et en isolant les solides (S1) et (S2)
Pour un parametre de rotation autour d’un axe U positionnant les solides (S1) et (S2), on écrira

I’équation des moments en projection sur U, et en isolant les solides (S1) et (S2)
22
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|- B
1. Un pendUIe ‘ REVELATEVR DINGENIEVRS

... est constitué d’une barre OA notée (1), de longueur H (OA = H) et de masse my, et d’un cone note
(2), de hauteur H (AB = H), de rayon de base R (AC = R), et de masse m,. La liaison entre ces 2 solides est
un encastrement au point A. (S) (ensemble {(1),(2)} est en liaison pivot en O par rapport au bati (0). G cdm

de (1) et(2), OG = a.

O
O —
g
N/
< (2)
B

Déterminer I’équation du mouvement a partir du PFD.

Correction :
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REVELATEUR D'iNGEN]EVRS
Debuis 1961

Repéres-paramétrage :

ko

—_
\ .
£ Jl
>

k1

5.
:8
o

Ol

Le paramétre de position 0(t) est un paramétre de rotation autour de (O,17), il positionne (1) et (2) donc :
Equation du moment en projection sur 15 en isolant (1) et (2).

Point de calcul ?

Bilan des actions mécaniques extérieures : BAME. On isole (1) et (2) :

X 0 0 0
liaison pivoten O : {Pivoto/l} = {Y M poids en G : {Poids} = { 0 0} m=mq +m,
Z  NJRry Mg 0GRy

Le point de calcul des moments doit étre sur (O,17), sinon Y et Z vont apparaitre dans I’équation (inconnues
de liaison. On choisit donc le point O.

ﬁo)- q=N0€(1u2) "y

Calcul de My.17 : My.7; = 0 + (ﬁ/\ - mgk_(;).L_{ = —amg. sinf
Bilan des quantités d’accélération : BQA

Calcul de Nog1112) - 11

Noec1u2)=Noez + Noex

Le point 0€(1) est fixe dans R, donc : Nye; = dfi":l o et
0
_— Al 0 O 9 . _— .
Loe1 = [1(0,51)]- [-051/0)] =310 A4; O 30 = A;01] , Noe1 = A,01;
0 0 0)g loJg,
Le point 0€(2) est fixe dans R, donc : Nyg, = Lt’i—etz ;
R
A, 0 0y (4
Loez = [1(0,52)]- [-QSZ/O)] = { 0 4, 0} {O} = Azgl_f, Noez = AZGZ
0 0 G R, 0/,

Equation du mouvement :
(A, + Ay)8 = —amg. sind
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|- B
Le chariot de grue (mouvement horizontal) e

Depuis 1961
Un chariot de grue (1) (cdm C, masse m;) se déplace sur un bras fixe horizontal (0) (frottements négliges).
Une charge (P) ponctuelle (2) (point P, masse my) se balance au bout d’un cable modélisé par une barre (3)
(longueur L, masse m3, cdm B) en liaison pivot sans frottement avec (1) en C. Une force F horizontale
constante tracte (1) vers la droite.

1)

-
)

(0)

()

Ecrire les équations de mouvement

Solution :
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Repéres et paramétrage . | u:;évéuTwp D'iNGENIEVRS
Depuis 1961
v
9
—> VO 4 -
© ko C—1 > F
O Ay
L
@)y ¢
> /7\
2)

Paramétres de position : b(t) = 0C.J5, o) = (jo, 1),
Equation liée a b(t) :
Parametre de translation suivant j, positionnant (1)U(2)U(3) :

(my + my + m3)ag.Jo = Fext/1uzu3)-Jo
BAME :

Calcul de Foyt/(1u203)-Jo -
On isole (1)U(2)U(3)

—
my R, If’v

Ry | ¢ L)
B
mg 13\ -y

Ph >
)

N

myg

R, et R, réactions des roues sur (1), m;g les 3 poids et F force de traction, donc :

Fext/(1U2U3)-T6 =F
BQA:
Calcul de (m; + m, + m3)ag.Jq :
(m; + m, +m3)ag.jo = (m1a_c) + myap + myag )To ;
a_C).]_O) - b’ —_— . .
OP = cte.ig +b.jg + L.ii, Urs = bjg + LoB,  Gpezyg = bjg + L% — Lo,
0

Apeajo-Jo = b + L(Pcosp — ¢2sing),
= — — L » — P —> L. — P— L . - L .y-
OB = cte.ig+b.Jg + .U, Vpesjo = bjo +5 @V, Agesjo = bjg +5 v — 3 ¢*1,

I Lo
Agesjo-Jo = b +5 (Pcosp — @*sing),

Equation liée 3 b(t) : (my + m, + m3)b + (m2 + %) L(¢cosp — ¢?sing) = F
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s W
Equation liée a () : gl vioéuists
Paramétre de rotation suivant k, positionnant (2)U(3) :

Equation du moment en projection sur E; en isolant (2)U(3).
Point de calcul ?
Onisole (2)U(3) :

Pivot en C, poids en B et en P, donc on calcule les moments en C
M. koch€(2u3) ko
Calcul de M.k,

Mc.ky =0+ (CB/\m3g10 + CPAngLO). ko = —Lg.sinp (mz + 7)

Calcul de N¢eau3) .k_o)
Nceczuzy - ko = Neez - ko + Nees - ko,
CE3 n’est pas fixe dans R, donc on passe par le cdm de (3) : B

Nces ko = (Npes + CBAm3aB€3/0).k0

7.~ _ dlLpes T — d(Lpes ko)

Npes. ko = “ar g, ko ” Rocar k, fixe dans R,
0 O 0
2
. 0o ™ 9 12 -
Lpes = [1(3,53)]' [‘053/0)] = 12 5 {O} = m132 Pko,
o o Tmsl” PR,
12 Ry
m3L2 .

—_— m L2 L T T

Lpes - ko = f_zfp'NBGS-kO =70 ¢
Par permutation circulaire dans le produit mixte :

—_ —_ N\ T — L 5 _ L > 3— L . > L .o Lm 5 L ..
(CBAmgaB€3/O).kO = (ko/\gu) .M3Qpe3/0 = Ev.m3(b]0 + 5PV — E(pzu) = T3(bcos<p + Ecp),

m3L2 e

3 ¢

Donc Nceg.kT) = L%I')'cosga +
Neeo -k -
CE2 n’est pas fixe dans R, donc on passe par le cdm de (2) : P

Nees - ko = (Npez + ﬁAmz@) ko,
0

S 0 0 O
Npez. ko = =22 . ko, Loez = [Ip.sp)- [, /00 [Iep.s,)] = {0 0 0} car P masse ponctuelle
° 0 0 0
Donc Npez.k_o) =0
Nees - ko = (C_P)/\mz@’) kg = (bcosp + L) Lms,,
0

Equation liée a ¢(t) :

ms X ms . ; m3

(7 + m,)Lbcosp + (? + m,)PL° = —Lg.sing (mz + 7)
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REVELATEVR DINGENIEVRS
Pale de turbine vt 1961
On se propose d’étudier 1’allure des phénomeénes de résonance qui pourraient se produire dans une structure
de type machine tournante, en utilisant un modele trés simplifie.

Le rotor (1) de la machine est représenté par un solide de révolution. H désigne son centre de masse.
On note M sa masse et | son moment d’inertie par rapport a son axe.

La liaison entre le stator et le rotor est de type pivot glissant parfait a laquelle se superpose une
raideur axiale: le rotor peut se déplacer en translation verticale autour d’une position moyenne
correspondant @ H en O - le rappel vers cette position est schématisé par un ressort linéaire de raideur K et
de longueur a vide nulle (I’écrasement du ressort en statique compense le poids de I’ensemble : on met a
zéro longueur a vide et poids du systéme !)

Simultanément, un moteur exerce sur (1) un couple Cr(t), imposant une rotation uniforme autour de
I’axe du rotor vertical, de vitesse angulaire Q= ¢ = cte (Q> 0).

N solides identiques (Px), appelés pales, sont reliés au rotor (1) de la machine, de facon identique, en
des points Ay régulierement répartis sur une circonférence, de centre H, et de rayon R.

Afin de modéliser la flexion des pales sous charge, on remplace la liaison encastrement avec le rotor
par une liaison pivot d’axe orthoradial en Ay, couplé & un ressort de torsion de méme axe au méme point, de
raideur C tel que la pale reste horizontale au repos.

Dans notre étude simplifiée, on considére (1) muni d’une seule pale (P) et le point A associé.
G est le centre de masse de (P), et AG = L (constante positive)
On néglige le moment d’inertie de la pale autour de AG (deuxiéme axe ici), ce qui amene a prendre une
matrice d’inertie en G sous une forme simple :

Ip 0 0
[IG,Pale] = [O 0 0]
0 0 Ip

(G.Rpate)
Et on désigne par m la masse de la pale.

De plus, des forces dues a I’action du fluide s’opposent au mouvement de la pale (P) par rapport a
Ro.Cet ensemble de forces est considéré comme équivalent a une seule force continuellement appliquée en
G:

—> —>
Fi=—bWG)pp
ou b désigne une constante positive
Déterminer les equations du mouvement du systeme. o8
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Résolution du probleme : e O T

Mise en place des repéres et du paramétrage : et 1961

OH = z(t)z] , HA = R#,AG = L¥

-

A Yo w Zo
v
u
0
<\ o <\
> —
Z Xo i 7

3 parameétres de position, donc 3 équations de mouvement :

Equation relative a @(t) :

{p =ctedonc p(t) =N.t+ @,

Equation relative a z(t) :

(m + M)ag.z; = Fext/(pur)- 20> avec B cdm de I’ensemble Pale + Rotor

Calcul de (m + M)ag.z, :

(m + M)Ggeqpory ry. Zo = (Mases + Maner). Zg

R R

Ro
—

0G = z()Z; + R + LV,  Veer = 2Zg — RQU + L(OW — QcosOu) = 7zg — N(R + LcosO)i + LOW,
Ro

ager = 77g + NOLsin0U — 0*(R + LcosO)7 + LOW + LO(—67 + Qsindi), (%| = —07 + Nsinbi) ,
Ro Ro

Gcep = 573 + 200Lsinfu — Q%(R + LcosH)7 + LOW — LO?%,
Ro

(m + M)agepury/r,- 20 = (M + M)Z + m(L6cos® — LO?sind),
Calcul de Fext/(PUR)-Z—0>
Onisole (P)U(R) : bilan des efforts extérieurs (poids négligés)

CMoteur \ I 7

F - — _ F—_—— —— —>
Fluide Fext/(PUR)- Zg = (Fressort — bvﬂ)-ZO:
Ro

Fext/(PUR)-Z—O) =—Kz(t) - b(z+ Lécos@),

29
FRessort }
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REVELATEVR D'iNGENEVRS
Depuis 1961

Equation relative & z(t) : (m + M)Z + m(L6cos® — LO?sin@) = —Kz(t) — b(z + LOcosh)

Equation relative a 6(t) :
Parameétre de rotation suivant z, positionnant la pale (P) :
On isole (P) : bilan des efforts extérieurs

Force du fluide en G
Pivot en A d’axe (4,u)
Ressort de torsion d’axe (4, %) et de raideur C

a

t'J':‘E)'T"f"*' Donc le point de calcul des moments est A

s _h_""'l\,:

_—

My % = Npgepy -
Calcul de M, .4 :
M,. 1% =0—C0+ (AGA — bV;).1 = —CO — b(UALD).V; = —CO — bLW. (225 — 2(R + Lcos6)i +
LOW),
M,. % = —C6 — bL(zcos6 + L)
Calcul de Nyg(py . 2 :
AE(P)n’est pas fixe dans Rydonc on passe par le cdm de (P) : G

NAE(P) A= <NG€(p) + E/\maaﬂ .'l_i,

Ro
T dlgep| -
NGG(P)-u_TR :
0
_ Ip 0 0 0 6.1
Loe = [lem]-[2/0] ={0 0 0¢ dosingp =1 o0 ,
0 Ip R, 2cosb/p fcosO.1p R

Nee(py- t : pour effectuer ce calcul simplement, on dérive et on projette en méme temps !

A=0,etw.u=0
Ro

di
On remarque que -

dw

D’ou :Nge(py. U = 6.1p + 0cos6. Ip ( —

.17) = 6.1, + 0?sinbcoshH.1p
Ro

(EAmaQ> i = (UALV). mager = Lmw. (479 + 200Lsinf1d — 0?(R + LcosO)7 + LOW — LO?D)

Ro Ro

<A_G)Amaﬂ> 1 = Lm(Zcos@ + 2%(R + LcosO)sinf + LH)

Ro

Donc Nye(py = 6.1p + 2%sinbcosh. Ip + Lm(ZcosO + N*(R + LcosB)sind + LH)

Equation relative a 6(t) :
6.1, + 0?sinBcosh. Ip + Lm(Zcosd + N%(R + Lcos)sind + LO) = —CO — bL(zcos6 + L)

E
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Résumé de cours S5

Formule du changement de repere de dérivation (ou formule de dérivation composée)

d© U _ d® U

—>

dt

dt

Torseur cinétique : torseur associé au champ de vitesses du solide S.

[Lsio]c = [@g

L }
S/0
C ¢

Version 10/9/2019 (=7
LIS
REVELATEVR D'iNGENEVRS
Depuis 1961
—_—> —>
+ €210 A U
—> —_—> —>
Lsoc = | CP A V(P)g,dm

—
m =m V(G)s/o

Torseur dynamique : torseur associé au champ des accélérations du solide S.

—>
[Nsio]c = [DS/O

N }
S/0
¢ le

Dgo=m a(G),s/o

Relation entre les résultantes cinétique et dynamique

—
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Relation entre les moments cinétique et dynamique
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Théoréme de la résultante dynamique
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Théoréme du moment dynamique
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