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S5-PROJET ENERGIE MECANIQUE = R

Depuis 1961
Objectif du projet : ce cours utilise vos connaissances de S4 de dynamique. Nous allons les compléter dans
le cadre d’un projet : le but est d’expliquer le comportement dynamique d’un systéme réel a I’aide de sa
mise en équation et de son interprétation.

Déroulement du projet : vous étes en équipe de 3 ou 4 (groupes aléatoires). Chaque groupe est constitué
d’un rapporteur et d’un planificateur (ces postes changent toutes les semaines, planning prédéfini fourni en
début de semestre).

Réle du planificateur : mise en place d’un planning numérique des taches sur les 7 (ou 14) semaines du
projet. Il met a jour ce planning (taches effectuées, en cours et a faire) toutes les semaines et il le présente. Il
rend un document final récapitulant la progression du projet avec le temps passé par tache.

Réle du rapporteur : il s’approprie le travail du groupe; il I’explique ensuite pendant 5 & 10 minutes -a 1’aide
de documents clairs et concis- a I’enseignant. Il restitue ensuite au groupe les remarques.

Réle de chaque membre du groupe : il tient a jour un portfolio numérique (outil non imposé) dans lequel il
répertorie les taches qu’il a effectuées a chaque séance, chronologiquement (seul ou en groupe), pendant et
en dehors des cours avec le temps consacré, les problemes rencontrés, les solutions apportées. Le temps total
hors séance doit apparaitre. L’étudiant doit faire apparaitre qu’il a participé a chaque compétence visée du
projet (pas d’étudiant mono tache !). Les brouillons, ordonnés chronologiquement, feront foi (a présenter
dans un classeur).

Temps a allouer au projet par personne : 21 (ou 42) heures encadrées + 10.5 (ou 21) heures « maison »
environ.

De plus, « un classeur de projet » sera tenu a jour avec les documents exposés par le rapporteur, classeur
consultable a tout moment par I’enseignant. L.’évaluation prendra fortement en compte la capacité du groupe
a fournir des documents rigoureux et exploitables : professionnels.

Evaluation du projet : chaque audition d’un rapporteur + planificateur est évaluée et contribue a la note de
contréle continu du groupe. Leurs portfolios sont examinés en méme temps et leur apporte une note
personnelle. L’évaluation finale (toute 1’équipe) compléte la note du groupe : pendant 5 minutes le résultat
des travaux est présenté et commenté, un bilan est attendu (prendre du recul), mais aucun dossier (5 slides
environ) : les conclusions étayées sont évaluées prioritairement, ainsi que le planning restituant la démarche
scientifique.

Evaluation complémentaire : deux contrdles continus sont programmeés en semaine 2 et 6. 1ls ont pour but
de valider les deux compétences principales de cet enseignement par projet, et les sujets de contrdle sont
intimement liés au projet (pas de révisions requises, valide la compréhension individuelle liée au projet).
Compétence 1 : obtenir les équations de mouvement (suite de dynamique S4)

Competence 2 : étudier les positions d’équilibre et leur stabilité d’un systéme.

Compétences techniques :
Rechercher et écrire des équations de mouvement & partir du PFD
Déterminer les positions d’équilibre et leur stabilité pour un systéme conservatif
Déterminer les positions d’équilibre et leur stabilité pour un systéme dissipatif
Simuler un systeme d’équations de mouvement

Compétences transverses :
Communiquer au sein d’un groupe
Organiser son travail au sein d’un groupe (planification)
Synthétiser son travail (Portfolio, resume de cours)
Restituer un travail a ’oral (Rapports)
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Ressources :

Présentation du projet

Chapitre 0 : le point sur nos connaissances
Cinématique — exercice

Chapitre 1 : géometrie des masses
Centre de masse, matrice d’inertie, théoremes de Huyghens

Chapitre 2 : principe fondamental de la dynamique
Torseur cinétique et torseur dynamique, énoncé du PFD
Paramétrage et choix des equations

Exercice de synthese

Chapitre 3 : travail, puissance — énergie potentielle, énergie cinétique

Travail, puissance, énergie potentielle

Energie cinétique

Théoréeme de 1’énergie cinétique, intégrale premiére de 1’énergie cinétique

Chapitre 4 : positions d’équilibre et stabilité des équilibres des systemes conservatifs

Théoréme de Lejeune-Dirichlet
Exercice de synthese

Chapitre 5 : positions d’équilibre et stabilité des équilibres des systemes dissipatifs
Théoréme de Liapounov
Exercice de synthese

Chapitre 6 : I’art de la linéarisation
Petits mouvements au voisinage de la position d’équilibre
Exercice de synthese

Aide-mémoire

p2.
p3.

po9.

pl6.

p25.

p35.

p42.

par.

p53.
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PFOJ et energle mecanique reféuaTn pucuts
|\ dnger Dans le cadre d’une étude de stabilisation gyroscopique, un

client souhaite avoir la description du comportement dynamique
d’un pendule conique en fonction de ses dimensions (rapport entre
‘j le rayon de sa base et sa hauteur), et I’estimation du réle des

V o frottements dans cette étude (influence sur les positions d’équilibre

//Al dynamique et sur les pulsations propres du systeme).

Pour ce faire, on posséde une maquette permettant de mettre

0) en rotation plusieurs types de pendules coniques et d’observer leur

- comportement dynamique en fonction de la vitesse de rotation : le
moteur impose un couple constant ; la vitesse de rotation se stabilise
ensuite autour d’une valeur moyenne.
Dans un premier temps les frottements seront négligés. Dans un
second temps, on prendra en compte un frottement au niveau de
I’axe de rotation du cone (frottement visqueux - a estimer-
proportionnel a la vitesse de rotation), et un frottement
aérodynamique appliqué au niveau du centre de masse du cone
(proportionnel et opposé a la vitesse du centre de masse du cone.
Il est demandé de faire une observation fine de la partie
expérimentale, puis de comparer avec 1’étude théorique.

N

NB : la figure ci-contre n’est pas contractuelle, seule la maquette et
sa modélisation sont a étudier. Les cones sont en alliage
d’aluminium.

Vidéo de démonstration

Planification du projet

Faire une liste des taches pour mener a bien le projet, et les planifier (2 mettre a jour réguliérement).
Chaque tache sera associée a un (ou plusieurs) noms d’étudiants avec le nombre d’heures facturées au client
par tache (1 heure passée par deux étudiants = 2 heures facturées). Un code des couleurs sera associé aux
taches a effectuer, aux taches en cours et aux taches terminées. Faire un bilan sur le temps passé par étudiant
pendant et hors séance (21h a I’edt, environs 10.5h « maison » par étudiant).

NB : afin de profiter pleinement de ce projet dans le cadre de votre formation, il est important de voir et
comprendre tous les chapitres. C’est la synthése du cours qui permettra de traiter la complexité du projet.
Ainsi, si des parties théoriques ou des exercices vous posent probleme, un cours spécifique sera mis en place
a votre demande par I’enseignant ; I’important est de comprendre et maitriser les notions étudiées afin de
pouvoir les réutiliser ultérieurement.

Durée du projet : 7 semaines, 21 heures a I’edt, 10h30 environ « maison » par étudiant.



https://youtu.be/QhbfZdgzu8E
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Chapitre 0 : le point sur nos connaissances R -

Debuis 1961

1 : torseur

Un torseur est un champ vectoriel equiprojectif :

_—> 2> > —>
Ma - AB= Mg - AB
Relation trés utilisée en particulier en cinématique du solide... Voir un peu plus loin.

Lpe = , —> . —
Il est défini par sa résultante R et son moment en un point A : Ma

Notation :
_)
> —> (=] = | R
Ma=[R|Ma] ou [RIMA} ou 15
A l A M
A A
Propriété :
— > > —> —_— — >
Ma= Mg+ R ABA ou Ma=Mg+ABA R
Définitions :

- Glisseur : un torseur est un glisseur si et seulement si il existe un point K tel que
— >
M= 0

L’ensemble des points K est une droite appelée« axe du glisseur ».
- Couple : un torseur est un couple si sa résultante est nulle. Un couple est donc un champ vectoriel
constant.

Propriéte :
On démontre que tout torseur peut s’écrire comme la somme d’un couple et d’un glisseur (la
somme de deux torseurs ne peut se faire que s’ils sont exprimés en un méme point).

2 : cinématique du solide

Le champ cinématique des vitesses est un torseur : le torseur cinématique.
_— S D —> —>
V(A)so - AB=Vv(B)sp - AB

Il est défini par sa résultante cinematique Qg —Vvecteur vitesse de rotation
du solide dans son mouvement par rapport au repére Ry

et par son moment cinematique en un point A v(A)so —Vvecteur vitesse
du point A du solide dans son mouvement par rapport au repere Ry :

[Vsio]a = {QS/B

VAo |
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Pour définir complétement le vecteur vitesse d’un point, il faut : e
... un point P ebuis 1961

... qui appartient a un solide S, ou qui est fixe dans un repére Rs
... solide ou repére mobile dans un repére Ry dans lequel O, est un point fixe (pas forcément 1’origine)

— —
— AP d OgP
YPso =g % g

11 est essentiel de faire apparaitre le repére de dérivation !

Remarque : le champ des accélérations d’un solide n’est en général pas un torseur.

Formule du changement de repére de dérivation (ou formule de dérivation composée)

JOU dqoyg — o
at -~ dt TQwAU

NB : ne pas confondre ...
e repere d’observation (1’observateur est li¢ a ce repére, et il décrit le mouvement)
e repere de dérivation (notion utile pour le traitement mathématique des calculs)
e repere d’écriture (dans lequel on exprime les résultats). Il est rarement nécessaire d’écrire ces
résultats dans un repére particulier ! Et encore moins souvent utile de les écrire dans Ry, méme
lorsqu’il s’agit de calculer la vitesse d’un point, dans son mouvement par rapport a R.

Exemple : I’écriture suivante est tout a fait possible
>
—— dPO,P . . -
V(P)21 == gt = X h+r 0 j1+Lwon j2

Le repéere d’observation est Ry,
le premier* repére de dérivation qui apparait est Ry,
il n’y a pas vraiment de repére d’écriture : R; et R, sont utilisés !

* Dans les calculs, on a sirement utilisé la relation

dYO,P dP O —> —2
at - dt + Qo1 AO4P

Et la apparaissent 2 repéres de dérivation !

https://www.youtube.com/watch?v=J351RmKw7wc



https://www.youtube.com/watch?v=J351RmKw7wc
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Exercice 1 ‘ :;évémm D'incénicuRs
] - > > - o> - > . Detuis (961
Soient Ro =(Oo, o, jo, ko) et Ry =(0q, i1, j1, ki =ko)mobile dans R

—> dp o .
Q10 ==7ko ou ¢ko

d(t) ()
dO | a@757
Calculer =—= et =22
dt dt
On trouve :
. ST
Ji
[
ﬂ o
>
ko Lo

Représentation plane des repéres directs avec 1’axe de rotation commun aux deux repéres k, perpendiculaire
au plan, I’angle ¢ algébrique est représenté positif compris entre 0 et g pour éviter les erreurs de signe.

a5 _ a7 -
= @.], et = —@.1
ar ?P.]1 at .14

Remarquer que « dériver par rapport au temps » consiste a faire pivoter le vecteur de +r/2 autour
de l’axe portant le vecteur vitesse de rotation k, et de multiplier par la valeur algébrique de la vitesse de

rotation ¢ .

Exercice 2
Soient Ro =(Oo, o, jo, ko) et

= o> o> —> > o> _
R1=(01, 11 = o, J1,K1), R2=(Og, i2, j2 = j1, k2), mobiles dans R
T — .
Qo= ¢l Qo= 0j;

07 4O% 4O 4O
Calculer &2, £ k1 & Fo oo

dt dt dt dt

On trouve :
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Y &
- 0
ky
1
P
->
lo
Jo
R 10=1;
5 o—l1
k,
7]
1 ky
d(o)ﬁ s d(o)k—l) N
o SOk =000
d®%k, ety

Pour calculer ” 2, deux possibilités :
dO%, d®k, — — d@k, =

dt = dt + .Qz/o/\kz ’—dt = 0, .Qz/o = ‘QZ/l + 'Ql/O

. d(O)E d(l)E —_— . d(l)E C s . — e . s
Ou mleuXT = dt + .Ql/o/\kz y T =0. L, Q. lol\kz = —Q. COSQ.]l
A d(o)G s T . . —_
De méme Fr —0.k, + ¢.sinb.j;

Résumé dérivation vectorielle : https://www.youtube.com/watch?v=07b-J7rvyAE

REVELATEUR D'iNGEN]EVRS
Depuis 1961



https://www.youtube.com/watch?v=O7b-J7rvyAE
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Pour s’entrainer : REVELATEVR DINGENIEVRS

Soit le repére fixe Ry (O, Xy, Y, , Zy) et les repéres mobiles -
R, (O, XY, =Yy, Zl) R, (O, X, Y5, 2L, = Zl)
Avec QRllRO =0- Yo et QRZ/Rl =@-Z,

Calculer :
dO%; d©z; 4%, q©y
dt ' dt ' dt ' dt

Roulement sans glissement
Soit | le point de contact entre S1 et S2. On définit la vitesse de glissement de S1 par rapport & S2 : (Rpest un
repere quelconque)

V(Dgie =V(D 10 = V(D20

V(D12

i —_— >
Il'y a roulement sans glissement si v(l)git = 0

Exemple : une roue (1) de rayon R roule sans glisser sur le sol (0). Quelle est la relation entre la vitesse
d’avance et la vitesse de rotation de la roue ?

a

~

<l
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Réponse : on met en place un repére par sous ensemble cinématique, puis le paramétragéévgerrmtzamm

de passer d’un repére a un autre. et 1961

yo Yo N I
Vi Yo 3!linstant t al'instant t + dt
N \
X1 ’1\
ﬂ @(t)
—C —
Xo
I L
0 I 1
’ A(t) - L I Xq

Ro (Oo; X3, ¥, ko) fixe, Ry (C; %g,¥, ko) lié & 1 axede la roue, R, (C; X7,¥7, ko) lié alaroue

Avec A(t) algébrique et dessiné positif, (t) algébrique représenté positif compris entre 0 et %
Les points | : | est le point géométrique de contact entre la roue et le sol, I;est le point de la roue (1) en I a
I’instant t, Iyest le point de la route en I a I’instant t. Les points I, I;, I, coincident a I’instant t
A Tinstant t+dt, | est toujours le point de contact entre la roue et le sol, I;s’est déplacé sur la roue et [yn’a
pas bougé.
La vitesse de glissement est v /o
V1,70 = Veerjo + 11CAy 0 = AXg + RYXg
La relation de roulement sans glissementest: 1+ R = 0

Mouvement plan sur plan

Un solide S est animé d’un mouvement plan sur plan si un plan P1 1i¢ a S glisse sur un plan fixe P. A tout
instant, P et P1 restent donc paralléles.

On appelle CIR (centre instantané de rotation) le point géométrique I appartenant a S qui, a I’instant t,
possede une vitesse nulle par rapport a Ry :

— >
V(D sio = 0

Suite de I’exemple précédent : une roue (1) de rayon R roule en glissant sur le sol (0) : 24 + R¢ =0
Ou se trouve le CIR de ce mouvement plan sur plan ?
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Solution : on appelle K le CIR. On pose 0,K = ax, + by, REVELATEuR D'incEnicuRs

Debuis 1961

UKEI/O = UCEl/O + T(—C:I\.Ql/o = /1?5 + ((/1 - a)Y(; + (R - b)%)/\q)ﬁg,
Vke1/o = (/1 + (R - b)(/’))g_cg_ A—a)¢ys =0
- R L L
Uke1/o = (E —b)pxy — (A —a)py, =0

Donc a=A\ et bzg

Chapitre 1 : géométrie des masses
i - . . . .dm B
On s’intéresse ici aux systémes a masse conservative v =0 donc m = cste

1 :schématisation des systemes matériels

1.1 : systeme matériel discret
Le systéme est composé d’un nombre fini nde particules P; de masse m;.
La masse du systeme est :

I

ms :_Zl m;j
J:

1.2 : systeme continu & densité de masse

On note alors I’expression de la masse élémentaire :
p,-dV =dm ; p, masse volumique (kg/m?)

p,-dS =dm ; p,masse surfacique (kg/m?)

P, -dL=dm ; p,masse linéique (kg/m)

2 :centre de masse (cdm), noté tres souvent G

2.1 : systeme discret

2.2 : systeme continu

Remarques :
Nous pouvons projeter cette relation :

MsXe Zj Xpdm

©)
Et 2 autres du méme genre...

Nous pouvons dériver par rapport au temps :
n

msv(@) =, [m; v )] msv(G) =] VFdm
encore une fois... o N . .
msa(G) :j;l [m ja(P ,—)] Ms a(G§ :(g) a(P)dm
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REVELATEUR D'iNGEN]EVRS
Et: Debuis 196
° ” ° [ X ] [ X ]
Mg XGIZ [mj ij] Ms Zg :j‘ZP dm
=1 ©)

Ainsi de suite...
3) Matrice d’inertie
3.1 : définitions

La matrice d’inertie d’un solide S regroupe les propriétés géométriques et de répartition de masse de S.
Elle est toujours symétrique, quelque soit le repere de calcul. Dans la pratique, les termes de cette matrice
sont calculés dans un repeére lié au solide et sont donc des constantes par rapport au temps. Avec la masse,
elle définit complétement I’inertie de ce solide.

A —-F —-E
slog=|-F B -D
—E —D C logpq

Matrice d’inertie en Os exprimée dans le repére Rs lié a (S).

Termes diagonaux : moments d’inertie (toujours positifs, ou négligés)
A=I(y2 +2%)-dm
sz'(x2 +2%)-dm
C =.|‘(x2 +y?)-dm

Termes non diagonaux : produits d’inertie (positifs, négatifs ou nuls, ou négligés)

F:Ix-y-dm
E:Ix-z-dm
D:jy-z-dm

De plus, on définit, uniquement pour faciliter parfois les calculs des 6 grandeurs définies plus haut :
- le « moment d’inertie polaire, par rapport au point Os » :

Ipg, = f(xz +y2+z%)dm

- et les moments d’inertie, par rapport aux plans (Os, 7s, ks), (Os, ks, 13), (Os, T5,J<) respectivement
A= | x2dm B'=| y2dm C'=| z2dm

3.2 : propriétés

A=B'+C’ B=C'+A C=A"+B'

A / /_l
lo=A+B +C —2(A+B+C) j
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La matrice d’inertie est symétrique : elle est donc diagonalisable. Cela signifie qu’il existe un ré:p,évaqq,GHéuRs
au solide, appelé « repére principal d’inertie » tel que petuis 1961

Ap 0 O
[IS]OS,RP =10 Bp 0
0 0 Cp Os.Rp

Remarque : si, par exemple, le 3°M axe du repére principal est un axe de révolution pour le solide, alors
Ap =Bp
(car x et y peuvent étre intervertis)

Théoreme : pour un solide de révolution, tout repére construit sur I’axe de révolution est principal d’inertie.

3.3: changement du point de calcul de la matrice d’inertie

Théoreme de Huyghens généralisé
Supposons connue la matrice d’inertie du solide, dans un repére li¢ au solide ET ayant pour origine G

Ac -Fe —Ec
[Islers = Bec —De
Sym Ce

G,Rs

On souhaite exprimer cette matrice d’inertie, dans un repereRo(O,R) --- paralléle au précédent --- mais
défini en un point O guelconque de ce solide.

a m(b2+c?) —mab —mca
—
Avec OG =| b |, nous obtenons [lslogr =[1slgr+ m(c?+a% -mbc
c Sym m(aZz +b?)

Remarque
- les moments d’inertie Ag, Bg, Cg sont minimaux en G.

Important
- le théoréme de Huyghens ne permet pas de passer d’un point quelconque a un autre : passage obligé
par G!

Enoncé du théoréme de Koenig : I’opérateur d’inertie du solide S de masse m calculé en O = I’opérateur
d’inertie de S en G + ’opérateur d’inertie calculé en O appliqué a une masse ponctuelle m située en G.
C’est la méme chose que Huyghens généralisé. ..
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Exercice d’application :
Mouvement du robot

Type de mouvement

Axel Mouvement de rotation
Axe 2 Mouvement de bras
Axe3 Mouvement de bras
Axed4 Mouvement de poignet
Axe5 Mouvement de flexion
Axe 6 Mouvement de pivot

Version 22/10/2019

robot ABB IRB 140

Portée du mouvement

+180°
+110°

+50°
+200°
+120°
+400°

-180°

-90°
-230°
-200°
-120°
-400°

o [
=
=
. - pREST
o ONALE O n(.iv.m.ﬁ;vch )
porsprrtl

REVELATEVR D'iNGENIEVRS

Bl

Positions au centre Angle (degres)

du poignet (mm)

pos. | X z pos. |axe 2 | axe 3
0 450| 712 0 0 0
1 70| 1092 1 0} -90
2 314| 421 2 0] +50
3 765 99 3 110 | -90
6 1| 686 6 -90 | +50
7 218| 558 7 110 | -230
8 | -670| 352 8 -90| -90

Les positions extrémes du bras du robot.

360

810

670

184 324

486

Jo

Schématisation du porteur
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La schématisation du « porteur » (les 3 premiers axes) de ce robot fait apparaitre les repéres Ii‘ééaésesk D'inoénicuks
« segments » (ou « bras », ou « solides ») de ce robot. Les 3 rotations successives seront notées a., B,y avec™
évidemment o = a(t), B = B(t), v = y(t).

1 : Déterminer les vecteurs vitesses de rotation
—>

Qo

—_— —>

Qa1 Qa2

Qs Qan Q3/o

2 : Déterminer les vecteurs vitesses

V(A)z/; V(A)z/g) V(B)z/g v(B) 0
V(C)z, V(C)zr  V(C)3p

3 : Enfin, en supposant que, dans la phase de mouvement qui nous intéresse (et qui sera de durée limitée),
les vitesses de rotations aient des mesures algébriques constantes

d . d
dt = w1o (CSte) ﬂ = —ﬁ = wy (Cste) Y = d_)t) = w32 (CSte)

Déterminer

—

alA) g \ \ \
a(A)Zl\l a(A)zlg a(B)zlg a(B)
a(C)s, alClyy  alC)spg

Réponse :

Ennotant 04 = a 15 + dk,, AB = bk,, BC = ci3

v(A)1)0 = adjy, v(B)y)0 = adj; + b(B1; + d sin(B) ;)

v(C)3y0 = adj; + b(B1; + @ sin(B) ) + c(=(¥ + B)ks + ccos(B + ) 1),

a(A)1/0 = —ad’y,

a(B)zj0 = —ad*i + b(—pky+2a feos(B) 7 — &2 sin(B) 7,

a(C)sy0 = —ad?; + b(—fky+2a feos(B) i — a2 sin(B) T + c(—(7 + B) iz — 2a(y + B) sin(B +
Y)Ji —da*cos(B +y)1))
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Chapitre 2 : Principe Fondamental de la Dynamique
Enoncé

1 : Torseur cinétique — torseur dynamique
Définitions

Torseur cinetique : torseur associé au champ de vitesses du solide S.

— |
[Lsio]c = [DS/O Lsioc }C
— —> -2 =2
Pso = j V(P)go dm Lsioc 25 CP A V(P)godm

—
Pso =mV(G)g,

Torseur dynamique : torseur associé au champ des accélérations du solide S.
—_—>| —>
[Nsio]c =|Dspo| Nsoc -

— > —
Nsoc = | CP

— ==
Dso = | a(P)g,dm A a(P)g, dm
—>

—>
Dso =ma(G) g,

Relation entre les résultantes cinétique et dynamique
Systeme a masse conservative

Digor - 42 pE/0)
(S0) = —¢

Relation entre les moments cinétique et dynamique

==
d© L(S/0). > >
+Vv(C),, Ap(S/0)

=
N(S/0) . =

dt
Remarques : si C est fixe dans Ro ou si C =G :
I —
———  dO L(S/0),.
N(S/0); = T

REVELATEUR D'INGENIEVRS
Depuis 1961
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Systéme de solides s R
Appelons T un systéme de n solides petvis 196
n
= s
i=1

Le moment cinétique (dynamique) d’un systéme de solides s’obtient en sommant les
moments cinétiques (dynamiques) de chaque solide, calculés en un méme point.

2 : calcul du moment cinétique en pratique

Notations : solide S, centre de masse G, Ry repere fixe (galiléen), Rs repére lié a S et dont I’origine est le
point Os (point de calcul de la matrice d’inertie).
La forme la plus générale pour 1’écriture du moment cinétique en un point C (quelconque) est

— — — > > > —>
I—S/Oc =mCGA V(OS)SIO +m COs/\(QSIO A\ Os,G)+[|oS ]QSIO

Ky

Cas particuliers :
C est confondu avec Os, fixe dans Rg

— —>
Lsoos =[los 1Qs0
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s

REVELATEUR D'iNGEN]EVRS
C est confondu avec Os, confondus avec G... petuis 1961

> >
Jo

/O
¢

Résumé calcul du moment dynamique : https://www.youtube.com/watch?v=fvn1ZE8RdQc

—> —>
Lsog =[1s 1Qs0

2 : Principe Fondamental de la Dynamique — PFD

Dans un repére galiléen Roou assimilé (repére dit fixe ou de référence), le torseur en C (point quelconque)
des efforts extérieurs appliqués au systeme X est égal au torseur dynamique en C de X par rapport a Ro.

[Fexvslc =[Nso]c

Ou
Théoréme de la résultante dynamique Théoréme du moment dynamique
_— > —> > >
Fexvs = Dxpo Mexvsc = Nsioc
Remarques :

- 1. Tout espace en translation rectiligne uniforme par rapport a un espace galiléen est galiléen.
- 2. Espaces galiléens

Espace de Copernic

origine : centre de masse du systeme solaire,

axes : définis par des étoiles tres lointaines.

C’est un excellent espace galiléen pour étudier les mouvements qui se produisent au voisinage du
systeme solaire.

Pour les mouvements terrestres, le sol sera notre référence (assimilé galiléen).

N

: choix des équations du PFD pour obtenir les équations de mouvement

: Toute étude dynamique d’un systéme commence par le choix d’un repére de référence galiléen.

: Ensuite, il faut fixer, a chaque sous ensemble cinématique constituant le systéme, un repere.

: Les parametres de position apparaissent alors : ils permettent de passer d’un repére a un autre.

: Une derniere étape consiste a déterminer les éventuelles relations entre les parameétres de position.

oCoOw>



https://www.youtube.com/watch?v=fvn1ZE8RdQc
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Il y a autant d’équations de mouvement a déterminer qu’il existe de paramétres de posifib.iavéLATEVR DincEnicuks
indépendants. et 1961

La mise en place des paramétres —afin d’éviter les erreurs de signes - se fera de la fagon suivante :
- un parameétre de translation sera toujours représenté positif sur le schéma (sa valeur est algébrique)
- un parameétre angulaire sera toujours représenté (de préférence petit) compris entre 0 et /2 (sa valeur
est algébrique)

Nous ne sommes pas toujours obligés de développer toutes les équations qu’offre le PFD (6, pour chaque
systeme matériel isolé).
Le choix des équations a développer se fait a partir des parametres indépendants :
Pour un parametre de translation suivant un axe U positionnant les solides (S1) et (S2), on écrira
I’équation de la résultante en projection sur U, et en isolant les solides (S1) et (S2)
Pour un parametre de rotation autour d’un axe U positionnant les solides (S1) et (S2), on écrira
I’équation des moments en projection sur U, et en isolant les solides (S1) et (S2)

1. Un pendule

... est constitué d’une barre OA notée (1), de longueur H (OA = H) et de masse mj, et d’un cone noté
(2), de hauteur H (AB = H), de rayon de base R (AC = R), et de masse m,. La liaison entre ces 2 solides est
un encastrement au point A. (S) (ensemble {(1),(2)} est en liaison pivot en O par rapport au bati (0). G cdm
de (1) et(2), OG = a.

O
0O

(2)

&)

Déterminer I’équation du mouvement a partir du PFD.

Correction :
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Repéres-paramétrage : = O T
> Depuis 1961
ko
Kt
,\ I
L {07 >
io=i1 O Jo
0]
@
C
A
< @
0
©

Le paramétre de position 0(t) est un paramétre de rotation autour de (O,17), il positionne (1) et (2) donc :
Equation du moment en projection sur 17 en isolant (1) et (2).

Point de calcul ?

On isole (1) et (2) :

» Bilan des efforts :

X 0 0 0
liaison pivot en O : {Pivoty,,} = {Y M poids en G : {Poids} = { 0 0} m=m; +m,
Z  NJonry) Mg 0 ry)

Le point de calcul des moments doit étre sur (O,17), sinon Y et Z vont apparaitre dans I’équation (inconnues
de liaison. On choisit donc le point O.

Mo-l_1)=N06(1u2) "y
Calcul de My.17 : M,y.7; = 0 + (0GA — mgky).1; = —amg.sind
Calcul de Nog1112) - 11

Noec1u2)=Noez2 + Noer

__dLgey

Le point 0E(1) est fixe dans R, donc : Nye; = "

;et
Ro

—_— Al 0 O 9 . —_— ..
Loy = [1(0,51)]. [, /0)] = { 0 A 0} .{0} = A,01], Nye; = A, 61
0 0 0l o)y,

Le point 0€(2) est fixe dans R, donc : Nog, = L‘;":tz

Ro

A, 0 O 2]
Loez = [lio,5] [2s,/09] = { 0 4, 0 } -{OI = A,0T7, Nogz = A.0T;
0 C, R, \0/g
Equation du mouvement :
(A, + 4,)8 = —amg. sinb
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|- B
Le chariot de grue (mouvement horizontal) e

Depuis 1961
Un chariot de grue (1) (cdm C, masse m;) se déplace sur un bras fixe horizontal (0) (frottements négligés).
Une charge (P) ponctuelle (2) (point P, masse my) se balance au bout d’un cable modélisé par une barre (3)
(longueur L, masse m3, cdm B) en liaison pivot sans frottement avec (1) en C. Une force F horizontale
constante tracte (1) vers la droite.

1)

-
)

(0)

()

Ecrire les équations de mouvement

Solution :
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Repéres et paramétrage : ‘ kvm D'inoénicuks
Depuis 1961
v
9
—> VO . —>
@ ko C~M s F
O Ay
/ —_
@)y ¢
—> I
Vi »
Io P P® m,
2)

Paramétres de position : b(t) = 0C.J5, o) = (jo, 1),

Equation liée a b(t) :
Parameétre de translation suivant j, positionnant (1)U(2)U(3) :
(my + my + m3)ag.Jo = Fext/(1u203)-Jo
Calcul de (m; + m, + m3)ag.Jq :
(my + m; +mg)ag.jo = (mla_C) +myap + myag )J_o) ;
a—C)'-]_O) - b’ —_ . .
OP = cte.lg + b.Jg + L. U, Vpez = bjy + L@¥, pez/0 = bjo + LYV — LY?4,
0

Apez/0-Jo = b + L(¢cosp — ¢*sing),
= — — L » — P —> L .5 — 3°— L. - L .y
OB = cte.ig+b.Jg + .U, Vpesjo = bjo +5 @V, Agesjo = bjg +5 ¢V —3 91,

_— — 5 L, .. . B
Agesjo-Jo = b +5 (Pcosp — @?sing),

Calcul de Fext/(1U2U3)-]_0) .
On isole (1)U(2)U(3)

—
n R, ﬁ

Rl | ¢l
B

Mg 13\ msg

P h 73

()

-

myg

R_l) et R_{ réactions des roues sur (1), m;g les 3 poids et F force de traction, donc :

Fext/(1U2U3)-E =F
Equation liée d b(t) : (my + m, + m3)b + (mz + %) L(¢cosp — ¢p?sing) = F
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s W
Equation liée a () : gl vioéuists
Paramétre de rotation suivant k, positionnant (2)U(3) :

Equation du moment en projection sur E; en isolant (2)U(3).
Point de calcul ?
Onisole (2)U(3) :

Pivot en C, poids en B et en P, donc on calcule les moments en C
M. koch€(2u3) ko
Calcul de M.k,

Mc.ky =0+ (CB/\m3g10 + CPAngLO). ko = —Lg.sinp (mz + 7)

Calcul de N¢eau3) .k_o)
Nceczuzy - ko = Neez - ko + Nees - ko,
CE3 n’est pas fixe dans R, donc on passe par le cdm de (3) : B

Nces ko = (Npes + CBAm3aB€3/0).k0

7.~ _ dlLpes T — d(Lpes ko)

Npes. ko = “ar g, ko ” Rocar k, fixe dans R,
0 O 0
2
. 0o ™ 9 12 -
Lpes = [1(3,53)]' [‘053/0)] = 12 5 {O} = m132 Pko,
o o Tmsl” PR,
12 Ry
m3L2 .

—_— m L2 L T T

Lpes - ko = f_zfp'NBGS-kO =70 ¢
Par permutation circulaire dans le produit mixte :

—_ —_ N\ T — L 5 _ L > 3— L . > L .o Lm 5 L ..
(CBAmgaB€3/O).kO = (ko/\gu) .M3Qpe3/0 = Ev.m3(b]0 + 5PV — E(pzu) = T3(bcos<p + Ecp),

m3L2 e

3 ¢

Donc Nceg.kT) = L%I')'cosga +
Neeo -k -
CE2 n’est pas fixe dans R, donc on passe par le cdm de (2) : P

Nees - ko = (Npez + ﬁAmz@) ko,
0

S 0 0 O
Npez. ko = =22 . ko, Loez = [Ip.sp)- [, /00 [Iep.s,)] = {0 0 0} car P masse ponctuelle
° 0 0 0
Donc Npez.k_o) =0
Nees - ko = (C_P)/\mz@’) kg = (bcosp + L) Lms,,
0

Equation liée a ¢(t) :

ms X ms . ; m3

(7 + m,)Lbcosp + (? + m,)PL° = —Lg.sing (mz + 7)
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REVELATEVR D'INGENIEVRS
Pale de turbine vt 1961
On se propose d’étudier 1’allure des phénomeénes de résonance qui pourraient se produire dans une structure
de type machine tournante, en utilisant un modele tres simplifié.

Le rotor (1) de la machine est représenté par un solide de révolution. H désigne son centre de masse.
On note M sa masse et | son moment d’inertie par rapport a son axe.

La liaison entre le stator et le rotor est de type pivot glissant parfait a laquelle se superpose une
raideur axiale: le rotor peut se déplacer en translation verticale autour d’une position moyenne
correspondant @ H en O - le rappel vers cette position est schématisé par un ressort linéaire de raideur K et
de longueur a vide nulle (I’écrasement du ressort en statique compense le poids de I’ensemble : on met a
zéro longueur a vide et poids du systéme !)

Simultanément, un moteur exerce sur (1) un couple Cr(t), imposant une rotation uniforme autour de
I’axe du rotor vertical, de vitesse angulaire Q= ¢ = cte (Q> 0).

N solides identiques (Px), appelés pales, sont reliés au rotor (1) de la machine, de fagon identique, en
des points Ay régulierement répartis sur une circonférence, de centre H, et de rayon R.

Afin de modéliser la flexion des pales sous charge, on remplace la liaison encastrement avec le rotor
par une liaison pivot d’axe orthoradial en Ay, couplé & un ressort de torsion de méme axe au méme point, de
raideur C tel que la pale reste horizontale au repos.

Dans notre étude simplifiée, on considére (1) muni d’une seule pale (P) et le point A associé.
G est le centre de masse de (P), et AG = L (constante positive)
On néglige le moment d’inertie de la pale autour de AG (deuxiéme axe ici), ce qui amene a prendre une
matrice d’inertie en G sous une forme simple :

Ib 0 0
[IG,Pale] = [O 0 0]
O 0 IP (G:Rpale)

Et on désigne par m la masse de la pale.

De plus, des forces dues a I’action du fluide s’opposent au mouvement de la pale (P) par rapport a
Ro.Cet ensemble de forces est considéré comme équivalent a une seule force continuellement appliquée en
G:

—> —>
Fi=—bWG)pp
ou b désigne une constante positive
Déterminer les equations du mouvement du systeme. 3
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Résolution du probléme : REVELATEUR DiucEnicuRs

Mise en place des repéres et du paramétrage : et 1961

OH = z(t)z] , HA = R#,AG = L¥

-

A Yo w Zo
v
u
0
<\ o <\
> —
Z Xo i 7

3 paramétres de position, donc 3 équations de mouvement :

Equation relative a @(t) :

{p =ctedonc p(t) =N.t+ @,

Equation relative a z(t) :

(m + M)ag.z; = Fext/(pur)- 20> avec B cdm de I’ensemble Pale + Rotor

Calcul de (m + M)ag.z, :

(m + M)Ggeqpory ry. Zo = (Mases + Maner). Zg

R R

Ro
—

0G = z()Z; + R + LV,  Veer = 2Zg — RQU + L(OW — QcosOu) = 7zg — N(R + LcosO)i + LOW,
Ro

ager = #7g + NOLsin0U — 0% (R + LcosO)7 + LOW + LO(—67 + Qsindi), (%| = —07 + Nsinbi) ,
Ro Ro

Gcep = 573 + 200Lsinfu — Q%(R + LcosH)7 + LOW — LO?%,
Ro

(m + M)agepury/r,- 20 = (M + M)Z + m(L6cos® — LO?sind),
Calcul de Fext/(PUR)-Z—0>
Onisole (P)U(R) : bilan des efforts extérieurs (poids négligés)

CMoteur \ I 7

F - — _ F—_—— —— —>
Fluide Fext/(PUR)- Zg = (Fressort — bvﬂ)-ZO:
Ro

Fext/(PUR)-Z—O) =—Kz(t) - b(z+ Lécos@),

24
F Ressort }
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REVELATEVR D'iNGENEVRS
Depuis 1961

Equation relative & z(t) : (m + M)Z + m(L6cos® — LO?sin@) = —Kz(t) — b(z + LOcosh)

Equation relative a 6(t) :
Parameétre de rotation suivant z, positionnant la pale (P) :
On isole (P) : bilan des efforts extérieurs

Force du fluide en G
Pivot en A d’axe (4,u)
Ressort de torsion d’axe (4, %) et de raideur C

a

t'J':‘E)'T"f"*' Donc le point de calcul des moments est A

s _h_""'l\,:

_—

My % = Npgepy -
Calcul de M, .4 :
M,. 1% =0—C0+ (AGA — bV;).1 = —CO — b(UALD).V; = —CO — bLW. (225 — 2(R + Lcos6)i +
LOW),
M,. % = —C6 — bL(zcos6 + L)
Calcul de Nyg(py . 2 :
A€E(P)n’est pas fixe dans Rydonc on passe par le cdm de (P) : G

NAE(P) A= <NG€(p) + E/\maaﬂ .'l_i,

Ro
T dlgep| -
NGG(P)-u_TR :
0
_ Ip 0 0 0 6.1
Loe = [lem]-[2/0] ={0 0 0¢ dosingp =1 o0 ,
0 Ip R, 2cosb/p fcosO.1p R

Nee(py- t : pour effectuer ce calcul simplement, on dérive et on projette en méme temps !

A=0,etw.u=0
Ro

di
On remarque que -

dw

D’ou :Nge(py. U = 6.1p + 0cos6. Ip ( —

.17) = 6.1, + 0?sinbcoshH.1p
Ro

(EAmaQ> i = (UALV). mager = Lmw. (479 + 200Lsinf1d — 0?(R + LcosO)7 + LOW — LO?D)

Ro Ro

<A_G)Amaﬂ> 1 = Lm(Zcos@ + 2%(R + LcosO)sinf + LH)

Ro

Donc Nye(py = 6.1p + 2%sinbcosh. Ip + Lm(ZcosO + N*(R + LcosB)sind + LH)

Equation relative a 6(t) :
6.1, + 0?sinBcosh. Ip + Lm(Zcosd + N%(R + Lcos)sind + LO) = —CO — bL(zcos6 + L)

E
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Chapitre 3 : travail, puissance — énergie potentielle, énergie cinét&auea viobriats

1 : travail, puissance
Travail élémentaire et puissance d’une force

™

Ko
zoom

Travail élémentaire de la force, dans son déplacement... élémentaire MM’ :

> —>
oW=F - dOM
Puissance de cette méme force :
ow p_P.dOM (L2 i)
='dt =F-Tqr RV,

Travail élémentaire et puissance d’un couple

o>

/\j
0 M2

>
Ko
Un couple est une action mecanique que nous pouvons représenter sous la forme de 2 forces « égales et

opposées » (sic), appliquées en 2 points du solide.

E
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s W
Le torseur associé aux actions | F,—F s écrit : e

. - —— —2\
Reésultante : O . Moment en M :M;M> A (—F/I

- =
c’estun couple[ 0 ‘C ]
VP

Puissance du couple

> N > — =\ ——
P(F.-F)=F - UMgo+(=F ) - M2y

> 2N 2> — o > > >\
P(F,—F) =F-v(My),,— F - (V(M1)5/0+QS/0/\ M1 M, /|

- 2>\ o > >\
P[F,—F/|=—F -[Qs/o/\Mlejl
Expression dans laquelle apparait le produit mixte...

- > > o
P[F,—F/|=Qs/o-[|\/|1|\/|2 AN—F /|

S Y = (> )
P[F,—F/|:Qs/o-(M2M1/\ F/|

> 2> —> > > S —
P(F.-Fl=0s-C  P()=C- s
Grande similitude des résultats :

- S —> — - —>
P(F)=F -V(M) P(C)= C - Qg

- 2> —> - S —>

oW F)=F -V(M)dt é\N(C)z C . Qgpdt
- 2> —> —> - >
é\N(F)zF d OM é\N(C):C-dG

Travail élémentaire et puissance d’un systéme d’actions mécaniques extérieures s’exercant sur un solide

Le solide est noté (S). Le systéme d’actions mécaniques comprend n¢ forces et n. couples.

—_—
> F2

w
o

v

.
o
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s

REVELATEUR D'iNGEN]EVRS
Debuis 1961

nf— — > —>
P (actions extérieures) :izl Fi- V(Mi)S/o +jzl Cj - Qg0

f— — @ — —3\ &> —>
P (actions extérieures) :izl Fi- (V(A)S/O +Qs0 A AMi/| +jzl Cj - Qgp

nf—\ — = — —>\ X5 —
P (actions extérieures) = [gll Fi/| : V(A)S/O +i§:1 Fi- [QS/O ANAM i/| +j§:l Cj + s
Et...
nf—\ —> —> —
gal Fi /| “V(A)gp = Fews - V(A)gq

= — —>N > — MHr— —> 3\ K> —>
~ Fi [QS/O AAMI/' +jZ]_ CJ . QS/O :izl [QSIO . [AM. A Fi/|:| +j—21 Cj . Qs/()
nfr—s 2\ 6> —>
= [Z“l [AMi A Fi/| +_z:1 CJ] - Qg
i= j=
Avec...
nfr—s 5\ 08— > > >
LZI [AMi/\ Fi/| +J_Zl Cj] - Qg0 =Mexssa - Qso

En définitive :

N,

N N, N
7 7 7 7
P (actions extérieures) = Feus - V(A)S/O + Mext/SA - Qgp

La puissance des forces extérieures correspond au « comoment » du torseur des actions mécaniques
extérieures et du torseur cinématique du solide.

—_— | — —
P (acticna axtﬁiam'aaj = [ FaxtS !'ffa:ct 5S4 ] @ [

Mais attention !

Le résultat doit étre homogeéne ! Puissance en W, donc des « (N) x (m/s) » ou des « (N.m) x (rad/s) ».

Voila pour la puissance ! Pour le travail, imaginez vous-méme... C’est assez simple.

Travail élémentaire et puissance d’un systeme d’actions mécaniques extérieures s’exercant sur un
ensemble de solides

Soit un systéme X composé de ns solidesS; :
ns

=S

i=1
i dénombre ici le... nombre de solides !
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Puissance extéerieure REVELATevR D'incEnicots
La puissance extérieure est la puissance développée par les actions mécaniques extérieures au systeme i$618°
Elle est égale a la somme des comoments entre le torseur des efforts extérieurs et le torseur cinématique de
chaque solide composant le systeme.

ns > > > >
P (actions extérieures/E) :igl I:ext/Si : V(Ai)s/o + I\/lext/SAi : QSiIO

Puissance intérieure
La puissance intérieure est la puissance développée par les actions mécaniques intérieures a chacun des
solides et les inter-efforts de liaison entre les solides qui composent le systéme X.

1) Puissance des forces intérieures a un solide indéformable (efforts de cohésion, attraction
universelle). Ces forces intérieures vont toujours par paire !
Considérons 2 p01nts d un solide (S) notes M; et M.

P (FMllMZ’ FM2/M1/| LN VIV VI V(Ml)s/o + FM1/M2 V(MZ)S/O
> ‘A > AN
JE FMZ,MUI = Fo - (VMg - [v(lvll)s,0 + Qs AMIM )

P (Fuiantos Frgms ) = Frm, - Q50 AMIM )
Or les actions réciproques entre Ml sur M, sont portees par la droite passant précisément par ces
2 points.

> »N >
P (Futawis, Py, ) = 0

M2/M1/|

La puissance des forces intérieures a un solide indéformable est nulle !
La puissance des forces intérieures a un solide déformable est, a priori, non nulle !

2) Puissance des inter-efforts de liaison internes a un systeme de solides

N,

P(Si—S)=| Fss

N,

7 H
MSi/SjA :| ®|: QSJ'/O

—
V(A)s,-/o ] +

N

> [ =2
Msyss; ] ®[ Qsi10 ‘ V(A0 ]

>
F S;/S;

N

P(Si—Sj) =[ Fsi/sjT

AN

7 —) —>
MSi/SjA :| X |: QS]/Si V(A)Sj/si :|

Si la liaison est sans frottement, les torseurs ci-dessus sont complémentaires et les comoments sont
nuls ! Mais si la liaison est avec frottement, et si les solides sont en mouvement 1’un par rapport a I’autre,
alors la puissance de ces inter-efforts de liaison n’est pas nulle ! Elle est négative : il y a dissipation
d’énergie.

Puissance mécanique : ¢’est la somme des puissances intérieures et extérieures.

Pmec=Pex+ Pint

E
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|- B
Remal’que = I;éVéLATwR D'iNGENIEVRS
La puissance est un scalaire : elle est donc indépendante des reperes de projection et des points d’applicitivn”
des torseurs.
Unité : leWatt: 1 W=1J/s=1N.m/s =1 Nm.rad/s

Résumé sur la puissance : https://www.youtube.com/watch?v=yZfQ0V5vL X0

Exemple : calculer la puissance mécanique du chariot de grue.

Réponse :
Le chariot de grue est composé de trois parties
Puissance des efforts extérieurs :
Onisole (1)U(2)U(3)
. Pext = R1. Vi, + RV, + myg. Ve + myg.Vp + m3g. Vg + F. V¢
m R Avec [, et I, points d’application de R; et R,

Lk

myg H\ msg

T

ms
Poye = F.bh — sing (mz + 7) Log

Puissance des efforts intérieurs :
Pint = Pioz + Pios + Psoo,
Pi, = O car il n’y a pas d’inter effort entre (1) et (2)

0 0 X L
Pios = {Pivot1/3} X {Effort;_ .} = {0 O} .{Y M} = 0, pivot parfaite
¢ 0 C Z 0 Cc
P;.,, = 0 car 2 et 3 sont en liaison encastrement (pas de mouvement relatif).
Donc P = F.b — sing (m2 +%).Lgbg
2 Energies

Energie potentielle

Une force dérive d’une énergie potentielle si

[ OEpot BGCER
OX OX
- — - OE pot - 0
F=-grad(Ep)  F=-| 5~ F==1 3y [Ep
OEpot 0
01 L 0z

Cette fonction energie potentielle ne dépend que de la position du point d’application de la force et ne
dépend donc pas explicitement du temps !
2Ep _

i -



https://www.youtube.com/watch?v=yZfQ0V5vLX0
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Remarque e
Toutes les forces dissipatives de type frottement sont donc exclues de cette catégorie. et 1961

Les forces dérivant d’un potentiel seront principalement les forces constantes (le poids notamment) et les
forces développées par les ressorts.

Expression de la puissance d’une force dérivant d’un potentiel :

Epot = Mgz +cste Epot =—MQz +cste

Retenir : plus la masse est élevée, plus son énergie potentielle est importante !

_ — >
Epot(poids) =—0OG - P +cste

Démonstration :

p_py - pd0C_dOGP)  dEo o oeE
=PVeg=P——=—17—= 7 done Epor = . cte

Exemple : ressort de traction-compression
k, I,

CAAAANA AR
VVU?UVHUV

ﬂﬂﬂﬂﬂﬂf\ﬂ
VVUVVVUVV
_3"11 — X, 5I=x2—x1
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REVELATEUR D'iNGEN]EVRS
Debuis 1961

Epot = %kxé)z( + CSte

ressort de torsion

Epot =

N~

Ko d% + cste

Retenir : plus la déformation du ressort est grande, plus son énergie potentielle est importante !

Démonstration :
—_— = . dEpOt 1 2
P=Cgr0N=—ky.0.0=— ” ,doncEpot=5k9(9—90) + cte,

Remarque : 1’énergie potentielle est définie a une constante additive prés. Cette constante dépend de la
référence choisie. Elle ne sera jamais déterminée car, en pratique, seules les dérivées de I’énergie potentielle
seront utiles.

Exemple : calculer I’énergie potentielle du chariot de grue

Réponse :

T

= L
I_XV Epot = —F.b — Emggcosw — Lmy,gcosg + cte

m,g ”\ msg Remarque : par dérivation on retrouve
ms
m mv Po: = F. b — sing (mz + 7) Log
m,g

Energie cinétique
masse ponctuelle men P

solide S de masse m, cdm G

=
Ean=1% Sjv(P) dm

2 > » 2
Ecin :% Sj (V(OS)S,0 +Qg0 A OsP/I dm
qui se calcule en 3 temps :

= 1, 7
Ecni =% S§V(OS)S,/0 dm = o m V(Os)gq
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1 ) ) ) | J;év\lV;.‘LA‘l;[Lv‘tz.-‘l;:ineénizuks
S
1 ¢ (—> —=—=2? 1—> —>
Eora =5 [ Qo0 AOSP) dm =200 [lo, 1 0so
S

1 —? > > > 1= —>
Ecin =5 M V(Os)gp +MV(Os)gp - (Q2so A OsG) +5 Qsio [1os ] Qs

C’est la forme la plus générale de I’expression de I’énergie cinétique d’un solide.

Cas particuliers (on peut toujours s’y ramener)
si le solide (S) posséde un point fixe Osdans R

1—> —>
Ecin = EQSIO [los 1 Qg0

AVEC L—OS) = [IOS]"QS/O
sinon on prend Os =G

1 —=2? 11— —
Ecn=5MmV(G)g +5 Qs0 [1c ] Qg0

Systeme compose de plusieurs solides

L’¢énergie cinétique du systeme est €gale a la somme des €nergies cinétiques de chaque solide
composant le systeme.

Exemple : calculer I’énergie cinétique du chariot de grue

Réponse :
Ecin = Elcinl + Ecinz + Ecins,
Ecin1 = Emlbzcar le solide est en translation

Eeiny = %mzvp)zcar P est ponctuel
Ecinz = %mZVTgZ + %K/OL_B’ car (3) ne possede pas de point fixe dans Rydonc on passe par B.
D’ou E;p = %(ml +m, + m3)h? + %mZ(LZq')Z + 2bLgcosep) + %m3 (é(j)z + l}chcosgo)
Théoréme de I’énergie cinétique pour un point matériel
Dans Rg galiléen, le PFD appliqué a un point maté\riel (P,m) s’\écrit :
Feer =M a(P),

En multipliant cette équation par le vecteur vitesse du point P
_—> —> > >
Fed - V(P)po =M a(P)pg - V(P)pp
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A gauche, nous reconnaissons la puissance de la résultante des forces extérieures RVT D'incEnievks
——) Depuis 1961
—— dOvP),,
Pl Fex P, | = T . V(P)F,,0
eta dr01te. ..
—?2
1 o LV P)ei d V(P)P/O
-2 dt
_)2 N\
d m V(P)pp, |
dt
_ dEcin
dt

Théoréme de I’énergie cinétique pour un systeme de points matériels
Avec la méme démarche, appliquée a chacun des points, et en faisant la somme terme a terme des équations,

nous avons :

—>  — -
P(Fen +Fue ) = S50

Théoréme de I’énergie cinétique pour un solide, pour un systeme de solides, pour tous les systemes a
masse conservative

dEg
Pex +Pint = dfn

Intégrale premiére de I’énergie

Si toutes les forces appliquées au systéme, intérieures et extérieures, dérivent d’un potentiel,

d Epot
P=—"1t
alors
Epot + Ecin = CSte
Remarques :

- si toutes les forces dérivent d’un potentiel, c’est qu’il n’y a aucune force dissipative d’énergie (pas de
frottements) et donc que 1’on peut écrire la relation de conservation d’énergie. Le théoréme de
I’énergie cinétique n’a alors aucun intérét (méme équation).

- Le théoréme de I’énergie cinétique --- et la dérivée par rapport au temps de I’intégrale premiere de
I’énergie --- sont des combinaisons lineaires des équations du mouvement issues du PFD.

- Le théoréme de I’énergie cinétique sera donc utilisé dans les systémes non conservatifs a un seul
parametre, sinon il y a risque de redondance avec le PFD.

- L’«intégrale premicre de 1’énergie » est ainsi nommeée car ¢’est une équation de mouvement déja
intégrée une fois. Il s’utilise également pour les systémes a un seul parameétre.

Résume sur les énergies et les théoremes énergétiques :
https://www.youtube.com/watch?v=XV8XBhMZySU

Exercice 1
Retrouvez I’équation du mouvement du pendule simple en utilisant 1’intégrale premiére de 1’énergie.



https://www.youtube.com/watch?v=XV8XBhMZySU
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REVELATEUR D'iNGEN]EVRS
H Depuis 1961
Exercice 2 e

Peut-on retrouver les équations du mouvement du chariot de grue par les théoremes énergétiques ?
Exercice 3
Reprendre 1’exercice du pendule en considérant 1’existence d’un couple de frottements visqueux dans la

liaison pivot.
Cfv =—c6 G

Solutions :
Exercice 1: on isole tout le systeme : (1)U(2)

(2)

B Bilan des efforts :

X 0 0 0
liaison pivot en O : {Pivoty,,} = {Y M poids en G : {Poids} = { 0 0} m=m, + m,
Z  NJRry Mg Ry

Toutes les forces dérivent d’un potentiel (Puissance pivot nulle donc E,, = cte, Poids force constante), un
seul parametre de position donc intégrale premicre de 1’énergie.
E, = —amgcos6 + cte,

1— — 1 .
Ec = -0 /0. L0€1:5(A1 + A,)6?
%(Al + 4,)0% — amgcosO = cte

On retrouve 1’équation du mouvement par dérivation par rapport au temps : (4; + 4,)80 = —amg#. sind
Exercice 2 : Non car il y a 2 parameétres

Exercice 3 : un seul paramétre, des frottements donc théoréme de 1’énergie cinétique
11— — 1 . dEC o oo
E.= E‘QS/O- L0€1:§(A1 + AZ)HZ,E = (A; + A,)00
P = —mgk,. Vg + Cfv-ﬂ—)i = —mgke.al]; — c6? = —mgafsind — c6?,
0

Equation du mouvement : (4, + 4,)8 = —mgasin® — c6
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Chapitre 4 : positions d’équilibre et stabilité des équilibres ko viokests
des systémes conservatifs
Théoréme de Lejeune Dirichlet

Théoreme de Lejeune Dirichlet (condition suffisante)

Equilibre

Le systeme est en équilibre dans Ry si tous ses points sont au repos par rapport & Ro. Si nous plagons le
systetme dans une de ses positions d’équilibre, et que nous le libérons sans lui communiquer de vitesse
« initiale », alors le systeme reste immobile, dans cette position.

Premiére partie
Conditions d’application : le systtme X n’est soumis qu’a des forces dérivant d’un potentiel (pas de
frottements) et indépendantes du temps.

La position de X est définie par n parametres notes (; (i variant de 1 a n).
Il y a position d’équilibre si cette position, définie par les paramétres a 1’équilibre (e, correspond a un
extremum de la fonction énergie potentielle.

Jie = systéme de n équations

Stabilité de la position d’équilibre
Une position d’équilibre est stable si, en abandonnant le systéme X avec une « faible » vitesse initiale dans

une position voisine de I’équilibre, X reste au voisinage de cette position a tout instant. Dans le cas contraire,
on parlera d’équilibre instable.

Deuxiéme partie
L’équilibre est stable si la configuration de I’équilibre correspond a un minimum relatif de la fonction

energie potentielle. d’E..,.
Pour un systéme a 1 parameétre de position q : 7 p_ =0
EE
Epot

instable
instable

indifférent

| Stable.
||
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Pour un systéme a n parameétres de position g;

REVELATEUR D'iNGEN]EVRS
Debuis 1961

Il'y a stabilité si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne [ J ] (matrice des dérivées secondes de la
fonction énergie potentielle), dans la position de 1’équilibre, sont positives.
Il faut donc

a)

b)

d)

Former la matrice jacobienne [ J ]

[ Ju Ji2 Jin |
J21 2
a Epot
J]= avec Jii = ———
L Jnl Jnn E

Calculer le déterminant

det([91-7[1])

7 avec [1]la matrice identité n*n

Déterminer les racines du polynéme P(y)...
\
det[[J]—y[l]/I =0

Conclure
Si toutes les racines (ce sont les « valeurs propres » de la matrice [ J ]) sont positives : I’équilibre est
stable.

Systéme a 2 parametres :

nstable

stable

Lejeune Dirichlet en vidéo :
https://youtu.be/54NGOJcw1QU 3



https://youtu.be/54NGOJcw1QU
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REVELATEVR D'iNGENEVRS

Exercice 1 Detuis 1961
Un systeme se compose de deux masses ponctuelles S; et Sy(masses identiques m) reliées par deux ressorts,
de longueur a vide |, et I, et de raideurs 3k et 2k.

Hypothése : frottements négligés entre le sol et les solides S1 et S2.

m

m

Déterminez les positions d’équilibre ainsi que leur stabilité.

Exercice 2
Flambement des poutres.
Prenez un réglet metallique, comprimez le entre le plat de vos mains. VVous observerez que pour un
effort « faible », le réglet reste droit, et a partir d’un effort critique de compression il se déforme : il flambe.
On modélise une barre déformable par un ensemble de n petits éléments rigides articulés 2 a 2. Cette
articulation correspond a une liaison pivot munie d’un ressort de torsion de raideur C.
Pour simplifier 1’étude, on prendra ici n = 2, avec OA = AB = L. La masse des barres est négligée, et le

ressort est au repos pour 6 = 0. On supposera que la rupture mécanique intervient pour 6 = +/- g

2
B
A
0
O
iz

Déterminer les positions d’équilibre et leur stabilité en fonction de 1’effort appliqué constant.
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SOIUtionS = REVELATEUR D'iNGétlizuRS
Exercice 1 : Detuis 1961

Bilan des forces intérieures et extérieures : 2 ressorts, les 2 réactions au support (sans frottement), les deux
poids : toutes les forces dérivent d’un potentiel, on peut appliquer le théoréme de Leujeune Dirichlet.
Reperes et paramétrage :

° 3k (S9) 2k (So)
i A A f A A A AR A > Xq
VYV VYV Y VY
X1 X

Ep = %3k(x1 - l1)2 + %Zk(xz - xl - l2)2 + Cte,
NB : les cdm de (1) et (2) restant a la méme altitude, leur énergie potentielle reste constante.
Positions d’équilibre -

9Ep Oy

o, = 3k(x1 — ll) - Zk(xz — X1 — l2)’ a—xz = Zk(xz — X — ZZ)’
A I’équilibre :
JE 9E
(a_’:)e - Sk(xle B ll) B 2k(x2€ ~ X1 T lz) =0, (i)e - 2k(x2e X1, lz) =0,

D,Ol:lxle = ll etxze - ll + lz
On en profite pour vérifier par notre sens physique que la solution trouvée n’est pas idiote.
Stabilité de la position d’équilibre :

Uel = _Séck _zik] Remarque : en general, les termes de cette matrice sont fonction de x;, et x,,.
Calcul des valeurs propres :

SEZ—kA 2;z_l’fl1 = (Sk—2).(2k — 1) — 4k? = 2% — TkA + 6k2; A = 49k? — 24k? = 25k2,
A= Tk = 6k > 0;1, = TSk — k> 0doncla position d’équilibre est stable.

Exercice 2 :

Bilan des efforts extérieurs : pivot parfaite en O, effort constant F en B.
Bilan des efforts intérieurs : pivot parfaite en A, ressort de torsion en A (déformation du ressort 20)
Toutes les forces dérivent d’un potentiel donc on peut appliquer le théoréme de Lejeune Dirichlet.

E, = %C(ZG —0)2 - OB.F + cte,E, = 2C02 + 2LFcos6 + cte,
Positions d’équilibre

£ = 400 — 2LFsing,
A 1’équilibre :

dEp\ B . _
(E)e = 4C6, — 2LFsind, = 0,
sinf, = % 0.,

On trace ces deux fonctions entre —g et g - on obtient la solution a I’intersection de la sinusoide et de la
droite.

E
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cas 2

cas 1

sin@

3 cas apparaissent suivant la pente de la droite :

Cas 1 : pente faible

E.E < sinz,donc F > n—C,
LF 2 2 L
Position d’équilibre : 8, = 0
Cas 3 : pente forte

c \ .. . . c
i—F > 1 (pente de la tangente a l'origine de la fonction sinus), donc ZT > F,

Position d’équilibre : 8, = 0
Cas2:entreles 2!
Z<r<k,

L L

Positions d’équilibre : 6,; = 0,0,, =

Stabilité des positions d’équilibre :
d’Eyp
do*
6,=0:

= 4C — 2LFcos0, étude du signe de 4C — 2LFcos6,,

, 2
—0.3 avec sinb,, = I

9e2

4C—-2LF >0=>F < % position stable dans le cas 3 uniquement

0, =0,

? ?

4C — 2LFc050¢; 50, 225 c056,,

or % > 0,, > 0 donc cosb,, et sinb,, > 0,

? ?
LF ™ 1 2C LF ™ 1

2C " cosB.;’ LF €% 2c

c050¢;

?

Donc les positions 6,, et 6,5 sont stables.

.Sin0,,, 0,y < tanb,, : vrai pour > > 6, > 0

REVELATEVR D'iNGENEVRS
Depuis 1961

Conclusion :
Valeur de F Positions d’équilibre stabilité
2C =
= > F 6. =0 stable
2C C = i
e nl 6. =0 instable
L L 0., et B, stable
nC = instable
Fs e 6. =0

Interprétation : effort faible, barre droite ; force critique : % la barre flambe ; au-dela de 7TTCil n’y a plus de

position d’équilibre stable : rupture.

E
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REVELATEUR D'iNGEN]EVRS
Debuis 1961

Le pont

Le systeme représenté ici est le modele (trés simplifi¢) d’un pont sur deux appuis A et B (longueur 2L,
masse M), parcouru par une forte charge* (vitesse quasi nulle) de masse m, tel que OP = s (= cste).

Les appuis sur la berge sont modélisés par des ressorts de raideur k et de longueur a vide nulle entre Ao et A
d’une part, et entre Bo et B d’autre part.

* . pour tester les ponts, on utilise des camions remplis de pierres.

Iﬁl
s
it

ApOp=00By=A0 =0B =L

Déterminer les positions d’équilibre ainsi que leur stabilité en fonction du paramétre S.

j
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Correction : ReVELATeve D'Insénicuts
Repeéres et paramétrage : betuis 1961
L > !
_ Yo .
X0 ]

0,0 = x()xg + y()yg, (g, 1) = 9 (1),

Il'y a 3 parametres de position indépendants.

Bilan des efforts : poids du pont en O, poids du camion en P, ressort en A, ressort en B

Toutes les forces dérivent d’un potentiel donc on peut appliquer le théoréme de Lejeune Dirichlet.

Ep = k. AoA? + k. BB — 0,0.M§ — 0oP.m + cte,

— X + Lsing — x — Lsing
Aod = (y +L(1— cosga))R BoB = (y —-L(1 - cosgo))R

E, = k(x? + y* 4+ 2L*(1 — cosgp)) — xMg — (x — s.sing)mg + cte,
Position d’équilibre :
0E,

= = 2kL?sing + smgcosq

= 2kx — (M +m) 9k 2k OE,
= 2kx — m)g; = S
9 ay Y dp

A I’équilibre :

0E, 0E, 0E, _

— | =2kx,—M+m)g=0; |—| = 2ky,=0; (=] = 2kl?sing, + smgcosp, =
ax J, dy /, dp J,

V. =0; x, = (M;km)g ; @, = atan(—

=D,
2kL?
On en profite pour vérifier par notre sens physique que la solution trouvée n’est pas idiote.

Stabilité :

2k 0 0
] = [0 2k 0
0 0 2kL*cos@,— smgsing,

Valeurs propres :
A =2, =2k >0; A; = 2kL*cos@, — smgsing,,
Signe de 2kL*cos¢, — smgsing, ?

?
2kL?cosg, — smgsing, S 0
s T
or _E< Pe <§ donc cosgp, > 0
?

on en déduit que : 2kL? S smg.tang,

—sm
or 2kL?sing, + smgcos@, = 0 ou tang, = TLE
lagant : 2kL2 S smg.—d
r
enremplacan smg.—

?
(2kL2)2 S — (smg)Z2est vrai
Donc la position d’équilibre est stable. 47
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Chapitre 5 : positions d’équilibre et stabilité des équilibres St viséuists
des systemes dissipatifs
Théoreme de Liapounov

Stabilité d’un équilibre dans le cas ou des forces ne dérivent pas d’un potentiel
(méthode locale de linéarisation)
Principe
Prérequis : connaissance d’une position d’équilibre, & partir des équations fournies par le PFS ou le PFD.
Méthode : on suppose, a priori, que I’équilibre est stable. L’objectif est de vérifier cette hypothése.
Qi Jie

sont les parameétres de position sont les valeurs des paramétres a 1’équilibre
Un équilibre est dit « dynamique » lorsque la position se stabilise pour une vitesse constante.

On effectue alors un changement de variable afin de se placer prés de la position d’équilibre :
1<i<a a paramétres de position restant proches des valeurs a I’équilibre

E&i=0i—(ie & = (i i = éIi

a<is<n n —a parameétres pour lesquels la vitesse reste proche de la valeur a I’équilibre
& = (Q; — Q gi = (;

Initialement, les parametres prennent pour valeurs
Qio Jio

qui sont des valeurs supposées proches de la position d’équilibre dynamique.

Comme le mouvement est supposé stable, les parametres de position et les vitesses (dérivées des paramétres
de position) restent proches des valeurs a I’équilibre (petits mouvements oscillatoires autour de la position
d’équilibre).

&i, &, & sontdes infiniment petits du ler ordre

On réalise alors le changement de variable dans les équations de mouvement, que 1’on « linéarise » en ne
conservant que les termes du premier ordre.

On obtient :
[M]€ +[Clé + [K]e =0
avec
\
€1
&= “2 |- [M],[C], [K] : matrices n x n constantes
&n )

Le systéme d’équations différentielles est a présent linéaire. La solution de tout systeme linéaire est du type :
e=zeM
On obtient un systeme de n équations :
(IM]2* + [C1A + [K])ze* = 0

E
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Solution évidente : z = 0, mais contraire a I’idée de « petits mouvements » autour d’une positi‘dﬂédtéqu&hm%
Cette solution évidente n’est unique que si le déterminant du systéme d’équations différentielles est non il
S’il est nul — les équations sont alors liées — il existe alors d’autres solutions au systéme.

L’équation
\
det (M2 +[C1i+ [K]) =0
correspond au polynéme caractéristique P(A) du systéme. 1l admet 2n racines complexes conjuguées.

Théoreme de Liapounov (énoncé sans démonstration)

Si toutes les racines de P(1) ont leur partie réelle négative, alors 1’équilibre est stable.

Si au moins une des racines de P()) a sa partie réelle positive, alors 1’équilibre est instable.
Sinon, on ne peut pas conclure...

Remarque : philosophie de Liapounov en guise de démonstration
Les solutions sont de la forme

e=zeM
Ainsi
&1 =111 eilt+212 elety
La position d’équilibre est stable ssi lim;_,,(g;) = 0

ii:ai+iﬂi

& = e®t(aycos(Byt) + bysin(fyt)) + -

—(ail+lb:) < <(asl+1bsl)

400 : Siay est positif instable
lim et = 0 :siajestnégatif = | stable
1 :siajestnul ?77?
Rappel sur la linéarisation (développement limité au premier ordre)
cosax=1
lorsque a -~ 04 .
SlNa =a
Aux abords de 1’équilibre, on ne garde que les termes du 1* ordre :
i Ci i
Mais on supprime les deuxiéme, troisiéme... ordres
° . ° 2
g e =0 g ¢ =0 ei =0

Pour plus d’informations :
https://www.youtube.com/channel/lUC  c2uH-uoRP52EZZeB9g4A

Exercice 1
Un systéme déja vu précédemment se compose de deux masses ponctuelles S; et Sy(masses identiques m)
reliées par deux ressorts, de longueur a vide Iy et I, et de raideurs 3k et 2k.

Hypotheése : les frottements entre le sol et les solides S; et S, sont de type visqueux : opposés et
proportionnels a la vitesse du solide (coefficient de frottement visqueux : c)
Déterminez les positions d’équilibre et vérifiez la stabilité.

E
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Solution :

Bilan des forces intérieures et extérieures : 2 ressorts, les 2 réactions au support (sans frottement sec), les
deux poids, les deux frottements visqueux : toutes les forces ne dérivent pas d’un potentiel
Repéres et paramétrage :

s

y_,A

1o s u ®
A A A b h A A A A AR > xg
VY VWYY

X1 X2

Pour trouver les positions d’équilibre, on doit écrire les équations du mouvement :

Liéax;:
Z Fext-s,-Xo = mag,. Xg
On isole S,
R Sens du déplacement (par ex)
FRl é
__’FRZ —3k(x; — 1) + 2k(xy — x1 — I) — cXy = mx;
_ m =
Fry 9
Liéax,:
Z Fextos,- Xo = Mag,. Xo
Onisole S,
R Sens du déplacement (par ex)
FRZ ﬁ

—2k(x2 — X1 — lz) - C.X:Z = mxz

E mg a5
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Debuis 1961

A I’équilibre, le systéme est immobile (équilibre statique ici) donc X; = X, = x; =x, =0
Dou:xi, =1, %, =1L + 1,
Stabilité :
On suppose a priori que cette position d’équilibre est stable.
Changement de variable :
E1 =X —Xe =X — 15 & =X — X =2 — 11 — Ly,
On réinjecte ses variables dans les équations de mouvement :
—3ke; + 2k(e, — &) — c€; = mé]
( —2k(e; — &) — c€, = &,

Linéarisation : le systeme est déja linéaire

m  07[& c 01[& 5k —2k][&1 0

0 m] [8"2] * [0 c] [e'z] * [—Zk 2k [ez] B [o]
La solution de ce systeme est de la forme :

g = ZeM e, = Z,eMt
Donc &; = Z;Ae?t €, = Z,Ae?t &, = Z,1%eM, &, = Z,A%e?
On réinjecte dans notre systéme d’équations, on simplifie par e*(>0) et on factorise :
[mﬂz + ¢l + 5k -2k Zl] _ [0]

—2k mA% + cA + 2kl 1Z,] 1o

Une solution évidente est Z, = Z, = 0 donc &; = &, = 0 : immobilité du systéeme, impossible de tester sa
stabilité.

Une autre solution existe si : dét

On pose A = mA® + cA + 5k
dét = A(A—3k) —4k? = A> —3kA — 4k? = 0; A = 9k? + 16k? = 25k?,

[m/lz +cA+ 5k —2k —0
—2k mA?2 + cd + 2k

4, :3k;5k:4k; 4, :3k;5k:_k’
Pour A :
4k = mA* 4+ cA+ 5k; mA’+ cA+k =0; A = c* — 4mk de signe inconnu
Casl:4>0:
—c++VA —c—+/A
1= 0= <0
Cas2:4<0
—c+iv-4 —c—iv—A4
1 =T,Re(l1) <0; 2, =T,Re(ﬂz) <0
Pour A, :
—k =mA? + cA + 5k ; mA? + cA + 6k = 0;4 = ¢* — 24mk de signe inconnu
Casl:4>0:
—c++VA —c—+/A
15, <0 =<0
Cas2:4<0
e+ iN=A —c—iV-4
1 =T,Re(l1) <0; 2, =T,Re(/12) <0
Conclusion :

Les parties réelles des 4 racines sont négatives, donc d’apres Liapounov la position d’équilibre est stable.

E
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Exercice 2 : reprise de la pale de turbine (p22) RVT DincEnicuks
Trouver les positions d’équilibre et déterminer leur stabilité. et 1961

Solution :

Equations du mouvement déja trouvées :

p = ctedonc @(t) = N.t+ @,

(m+ M)z +m(LOcos® — LO?sin@) = —Kz(t) — b(z + LOcosh)

6.1, + N%sinBcosh. Ip + Lm(%cos6 + N?(R + LcosB)sind + LO) = —CO — bL(zcos6 + LO)

Toutes les forces ne dérivant pas d’un potentiel (il y a des frottements), on utilise la méthode de Liapounov
Positions d’équilibre dynamique (car le systéme est en mouvement : rotation a vitesse constante ¢ = cte
Donc :
¢, = =cte, 0, =cte,z, =cte,0,=0,= 2,=%,=0
On reéinjecte dans les équations de mouvement :
0=—-Kz,
N?sinB,cos0,.1p + LmN?*(R + LcosH,)sinb, = —CH,
Une solution évidente est : z, = 0 et 8, = 0. Physiquement, il est peu probable qu’il existe une autre
position d’équilibre.
Etude de la stabilité de cette position d’équilibre
Ce systeme comporte 3 parameétres de position, dont un est fixé : ¢, = 2 = cte
Pour étudier la stabilité de cette position d’équilibre, on va donc faire varier 6 autour de 6, et
z autour de z,.
Changement de variable :
E,=Z—Z,=Z [ =272 [ =1Z
[59=9—9e:9’[s’9=9’ gg=10
On réinjecte dans les équations de mouvement et on linéarise :
(m+ M), + mLEy = —Ke, — b(é, + L&g)
[:s'g. Ip + 0%g9.1p + Lm(&, + Q%(R + L)y + L&y) = —Ceg — bL(&, + L&p)
Ou sous forme matricielle :

(m+ M) mL g, b bL1 [& K 0 €71 [0
[ Lm I + mLZ] ' [69] * [bL bLZ] ' [8'9] * [0 C+0%p + Q%R+ L)Lm] ' [59] B [0]
La solution de ce systéme est :
[sz = A.e™t
Eg = B. e“
Il ne reste « plus » qu’a réinjecter cette solution dans le systéme et analyser le signe de la partie réelle des
quatre A trouvés.
NB : cette étude n’est pas présentée ici. Elle ne peut se faire que numériquement.

E
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Chapitre 6 : I’art de la linéarisation
Etude des petits mouvements

Les équations du mouvement sont en général trés complexes (systéme d’équations différentielles non
linaires). On ne sait donc généralement pas les résoudre a la main.
But de I’étude : trouver la position de fonctionnement du mécanisme : c’est une position d’équilibre
dynamique (si elle existe !).

Passée la phase de mise en route, on s’intéresse au régime permanent : on linéarise alors les
équations du mouvement autour de cette position ; on étudie les petits mouvements autour de cet equilibre.

Cette méthode permet d’intégrer les équations du mouvement et de déterminer les fréquences propres
du systeme (capitales pour prévoir les phénomenes de résonance : voir « Pont de Tacoma » sur Moodle).

Exemple : chariot de grue

Objectif

Déterminer les fréquences d’oscillation du systéme en fonction de L (la longueur du cable) et de m, (la
masse soulevée), ainsi que les variations de la vitesse d’avance du chariot en vue d’un choix de
motorisation.

D

Conditions initiales : le chariot posséde une vitesse initiale :
b(0)=0 b(©0)=vo 2ms™)
¢(0)=7n/100 ¢ (0)=0rads™

Hypothese : on néglige la masse du céble (m; = 0)
A.N: F=0N,

I1<L <20m,

m; = 500 kg,

0< m, < 1000 kg.

Réponse :

E
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Systeme paramétré : - ;evmm v Nl
Equations du mouvement : petuis 1961
(my + my)b + myL(Pcosp — ¢p2sing) = F
— mq
> > .. __ |
© ko C O]—F myLbcosg + m,$L? = —Lg. sinpm,,
>
© b Jo
L
3
> |~
" 1o P P mo
(2

Positions d’équilibre dynamiques (car le chariot est en mouvement suivant j;)
@e = cte,be = vy ; Yo = P = b, =0,
0 = F,:pas de frottements donc aucune force pour entretenir le mouvement,
0 = —Lg.sing,my, Pe1 =0, Pz =T,
Intuitivement, ¢, stable, ¢, instable (se démontre par Lejeune Dirichlet)
Petits mouvements autour de la position d’équilibre dynamique stable :
Ep =@ —Qe=¢; & =b—b,=Db—vy
(my + my)ép + mzL(e’gpcose(p - e’(pzsine(p) =0
[ myLéycose, + myépL* = —Lgm,. sing,,
On linéarise :
(my + my)é, + myLe, =0
myLéy + mye,L? + Lgmye, = 0
Solution de la forme :
ep =2z1.eM, 8, = z5.eM
On réinjecte dans les équations du mouvement linéarisées :
m,LA? (my + mz)/lz] [Zl] _ [0]
L’A*+ Lg LA? Z 0
Dét=0;
[m,L* — (my + my)L*]A* — (my + my)LgA? = 0

. ’(m1+m2)g [my +my)g
11:2.220,/13:l m—lL,/Ll,:—l m—lL

(m1+maz)g
mqL
le(p = a; + ayt + Azt + 4,6t = a; + a,t + a; cos(wt) + aysin(wt)
g€, = by + byt + B3e'®t + B,e'®t = b, + byt + b; cos(wt) + bysin(wt)
Détermination des coefficients a;et b;:
Conditions initiales:
[é(p = a, — azwsin(wt) + a, wcos(wt) £, = —az w’cos(wt) — a,w?’sin(wt)
&, = b, — bswsin(wt) + by wcos(wt) &, = —by w?cos(wt) — byw?sin(wt)
& =b —vydonc e, = b(t) — vyt + k,onprend k =0,
£,(0) =0 =by + bs; b(0) = vy = £,(0) + vy, donc €,(0) =0 = b, + b,w,
p(0) = 1% =£,(0) =a; taz; £,(0) =0 =a, +aw,
On reinjecte les solutions dans les equations des petits mouvements (une suffit car elles sont liées : déf:QE:

Pulsation propre : w =
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& + &,L + ge, = 0, tfsten ineinets

—b; w?cos(wt) — b,w? sin(wt) + L[—az w?cos(wt) — a,w? sin(wt)] + gla; + a,t + as cos(wt) +
a, sin(wt)] = 0,
—b;w? — Lazw? + gas; = 0,—b,w? + Lw? + ga, = 0,ga; = 0,ga, =0,
Résolution du systeme de 8 équations a 8 inconnues:

T
100’
_(@-Lw*) m b,

a1=a2=a4=O,a3=

by =L ==bybs =515
Solution:
= —cos(wt)
8(p = 100 COoS(w
. (g — Lw?)
g, = L[sin(wt) — 1] + 2 100 [cos(wt) — wt]
(9-Lw?) m

Variation de la vitesse : b = &, + vy, = vy — w[sin(wt) + 1] + L wcos(wt)

w? 100

Reprenons le méme exercice, mais en prenant en compte cette fois-ci les
frottements.

&

£y N
N A\ N

Notre systeme differe du précédent sur certains points : le chariot (1) de masse m; glisse horizontalement sur
le bras de la grue (coefficient de frottement bras-chariot : f). Et des frottements aérodynamiques agissent sur

(P): Farrjo = =k v(P)20 k étant une constante positive

Déterminer les fréquences d’oscillation du systéme en fonction de L (la longueur du céble) et de m; (la
masse soulevée) lorsque la vitesse d’avance du chariot se stabilise & Vo.

A. N.:m; =500 kg, m,=1000 kg, L=10m, vo=2 m/s, k =60 N.s/m,f=0.3

Solution :
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Repéres et paramétrages : ‘ kv” D'inoénicuks
Depuis 1961
v
9
—> VO . —>
@ ko C~M s F
O Ay
A —
By
—> I
Vi »
Io P P® m,
2)

Equations du mouvement :
Equation liée a b(t) :
Parametre de translation suivant j, positionnant (1)U(2)U(3) :
(my +my)ag.Jo = Fext/(1u2v3)-Jo
Calcul de (m; + my)ag.Jo :
(my + m'g)a_c)-J_o) = (myac +myap ).Jo ;
a—C>.-]_0) - b’ —_— . ..
OP = cte.ig+ b.jg + L.U, Urez = bjg + LYV,  Qpez0 = bjo + LYV — LY*ii,
0

Apez/0-Jo = b + L($cosp — ¢p?sing),
Calcul de Fext/(1U2U3)-]_0) .
On isole (1)U(2)U(3)

N0/1 = _N0/1-l_0)
ny ﬁ

| ()

T0/1:'T0/1-J_0)

Fext/(1U2U3)-]_0) =F—-Ty + Fa_ir-l_o) =F =Ty — k(b + Lpcose)
2

Probleme : T/, inconnu
To/1

N = f:T0/1 :f-N0/1
0/1

Détermination de Ny 4 :

(my + my)a6. 170 = Fext/1u2vu3)- Lo
(m; + my)ag.1p = —Lm,(Psing + ¢p2cos) 51
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Fext/(1u2u3)-To = (Mg + my)g — Ny /1 + kL@sing RN ATe v D R s

Debuis 1961

D’ou Nojy = (my + my)g + kL@sing+Lm,($sing + ¢p*cose)
Equation liée a b(t) :

(my + my)b + myL(Pcosp — ¢p2sing)

=F — k(b + Lgcosg) — f[(my + my)g + kLpsing+Lm,(@sing + ¢p2cose)]
Equation liée a () :
M¢. ko=Nce(zu3) - ko
Calcul de M. kq
M. kg = (E?A(ngfo’ - k?p_E’)) ko = —Lgm,.sing — kL(bcosg + L)
0

Calcul de Ngeczus) - Ko
Nceaus) -ko = Neez - ko = (beosg + L$)Lm,,
Equation liée a ¢ (t) :
(Bcos<p + L(ﬁ)mz = —gm,.sing — k(bcosg + L)
Position d’équilibre dynamique en fonction de vy:
@e = cte,b, = vy ; Yo = P = be = 0,
0 =F, — kvy — f[(my + m3)g]
0 = —gm,.sing, — k(vocose,)
Fp = kvy + fg(my +m,)
_kvo
gm;
Petits mouvements autour de la position d’équilibre dynamique stable :
Ep = @ — Pe; & =b—v,
(my + my)é, + myL(€,c05(ey + Pe) — €,°sin(ey + @e)) = F, — k(€ + v + Le,cos(ey + @) —
fl(my + my)g + kLe,sin(e, + @) +Lmy(@sin(e, + @e) + €,°cos (e, + @e))],

Y. = atan

Mmy€,c08(€y + @) + Myl = —gmy.sin(ey, + @) — k((€p + vo)cos(g, + @) + LEy,),

Développement limité au premier ordre :
Sin(ey + @) = SINELCOSP, + COSELSINPNVSINY, + €,COSP,
C0S(Ep + Pe) = COSPCOSEY — SINELSINP,VCOSP, — £, SINP,
On linéarise :
(my + my)é, + myLe,cosp, =
F, — k(& + vo + Le,ycosg,) — fl(my + my) g + kLEysing,+Lm, &, sing,|,

MyE€pCOSP, + MyEyL = —gm,. (singoe + s(pcosgoe) — k(&ycosp, + vqy (cosgoe — eq)sinqoe) + Ley,),
On remplace F,par sa valeur : les constantes s’annulent.

(my + my)é, + myLe,cosp, = —k(&, + Le}pcosgoe) - f[kLe}psin(pe+Lmzé;psin(pe]
MyE,COSP, + MyE,L = —gmy.£,c089, — k(€,CO8Q, — Vo€pSing, + Le,)

[mchosqoe + fLm,sinp, (m; + mz)] [S}'p] + [f + kLcos¢, + fkLsing, k ] [S}p] 4
m,L mycos@, | g, kcosp.] &,

kL
0 01re
[gmzcosgoe 0] [8(::] - [8]
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Solution de la forme : ‘ REVELATEvR D iGENicvRs

Depuis 196
£p =2z1.eM, 8, = z5.eM s

On reéinjecte dans les équations du mouvement linéarisées :
(myLcos, + fLm,sing,)A* + (f + kLcos@, + fkLsing,)A  (m; + my)A* + kA ] [21] _ [0]
Allzzl o

myLA% + kLA + gm,cosq, mycosp.A* + kcosg,
Dét=0;
[(myLcos@, + fLm,sing,)A* + (f + kLcos@, + fkLsing,)A].[mycos@.A* + kcosg,A]
— [myLA? + kLA + gmycos@,].[(my + my)A%2 + kAl =0
Résolution :

Polyndme de la forme a;A* + a,A® + azA% + a,A + as = 0, il posséde 4 racines complexes conjuguées
Al = b12 + iC12 = /12,/13 = b34 + iC34 = /14

Donc le polyndme peut s’écrire :
a(A=2)A=2)A=23)(A—44) =0

I n’y a plus qu’a développer et a identifier !
Remarque : les pulsations propres du systeme sont c;, et c34
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Résumé de cours S5 ReELATev DincEnicuts

Debuis 1961

Formule du changement de repere de dérivation (ou formule de dérivation composée)

do J _d® U

—> —>

Torseur cinétique : torseur associé au champ de vitesses du solide S.

e } — —> — —
= —>
[Lsolc [pS/O Lsioc c Pso =MmV(G)gy, LS/oc=§ CP A V(P)g,dm
Torseur dynamique : torseur associé au champ des accélérations du solide S.
—>
— > > —> — —

[Nsolc = | Dso| Nsoc L Dso =ma(G) ¢ Nsoc = | CP A a(P)gpdm

Relation entre les résultantes cinétique et dynamique
————=> d© p(s/0)
D(S/0) = —at

Relation entre les moments cinétique et dynamique

—_—>
————  dO® 1(S/0)¢ >
N(S/0). = T +Vv(C),, A p(S/0)
—> —_— — > > > —>
I—S/Oc =mCGA V(OS)SIO +m COs A (QSIO A OsG)+ [ |oS ]Qg/o
PFD

[Fexvz=lc =[Nsolc

Théoréme de la résultante dynamique Théoréme du moment dynamique

_— —> > >
Fexvs = Dxio Mexvsc = Nxioc

Puissance

N

N, > AN
7 7 7 7
P (actions extérieures) = I:ext/S ) V(A)S/O + Mext/SA - Qgp

La puissance des forces extérieures correspond au « comoment » du torseur des actions mécaniques
extérieures et du torseur cinématique du solide.

Pmec=Pex+ Pint

-
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Energie potentielle e A T
Puissance d’une force dérivant d’un potentiel : et 1961
P— d Epot
—dt

Energie potentielle d’une force constante (poids ici)

) — >
Epot(poids) =—0OG - P +cste

Energie potentielle d’un ressort de traction-compression ...d’un ressort de torsion

N

Epot = %kxéi +cste Epot = 5ko05+cste

Energie cinétique

1 —? > > > 1= —>
Ecin =% M V(Os)gp +MV(Os)gy - (s A OsG) +5 Qspo [1os 1 Qsio

Théoréme de I’énergie cinétique

P + Py = 508

Intégrale premiére de 1’énergie (Si toutes les forces appliquées au systéme dérivent d’un potentiel)

Epot + Ecin == CSte

Théoréme de Lejeune Dirichlet - condition suffisante (forces conservatives)

Premiére partie

Conditions d’application : le systtme X n’est soumis qu’a des forces dérivant d’un potentiel et donc
indépendantes du temps. La position de X est définie par n paramétres notés Q; (i variant de 1 a n).

Il y a position d’équilibre si cette position, définie par les paramétres a 1’équilibre (e, correspond a un
extremum de la fonction énergie potentielle.

Jie (systéme de n équations)

Deuxieme partie

L’¢équilibre est stable si la configuration de 1I’équilibre correspond a un minimum relatif de la fonction
énergie potentielle.

Théoreme de Liapounov (forces non conservatives)
Si toutes les racines de P(L) ont leur partie réelle négative, alors I’équilibre est stable.
Si au moins une des racines de P()) a sa partie réelle positive, alors 1’équilibre est instable.
Sinon, on ne peut pas conclure...
C’¢était le mot de conclusion !
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