1 Géométrie des masses

1.1 Barycentre

Le barycentre G d’un solide () est défini par :

S ares OMdm
06 = JJJ dm
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Equation vectorielle qui donne par projection sur les axes du repere et en posant m = / / dm :
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Equation vectorielle qui donne par une premiere dérivation o :
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Equation vectorielle qui donne par une seconde dérivation proaitill I
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Remarque : Le barycentre n’est pas forcément confondu avec le centre de gravité!




1.2 Moments d’inertie

Soit un solide (S) de masse m et M le point
courant de (5). On note (z,y,2) les coordonnées

du point M dans le repere R(O, i ,j , k).

i
On définit :
1. Le moment d’inertie polaire au point O.
IO:/// (2% +y* 4 2H)dm
MeS

Ip = /// r2dm , avec r la distance du point M au péle O.
MeS

2. Le moment d’inertie par rapport a :

(a) laxe ( :
o) - /// 0+
MeS
I - = r2dm = A, avec r la distance du point & Daxe (O,?).
©,4) Mes
(b) "axe (O, ]
/// :L'—i—z )dm = /// r?dm = B.
MeS
I - = r?dm = B, avec r la distance du point & 'axe (0,7)).
(0,5) MeS
(c) Taxe (O, j

Ok) ///Mesx +y

I o0 = /// r2dm = C, avec r la distance du point & l’axe (O,?).
©.k) MeS

3. Le moment d’ inertie par rapport a :

(a) plan (O, z :
.
©.4.7) Mes
I(O 77 = /// r?dm = C’, avec r la distance du point au plan (077,?).
5 7) MeS
(b) plan (0,7
107?) _///Mes
I = r2dm = A’, avec r la distance du point au plan (O 7 ?)
(O7 , ) - Mes p p 7.7 ?

(c) plan (0., 7) :
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Tow7) / / /ME Sdm.
2 / . . - —
I - r“dm = B’, avec r la distance du point au plan (O, k , i ).
0.k, ) MeS
4. Ces moments vérifient les relations suivantes :
e A+tA=B+B =C+C"=1Ip
e A +B +C =1Ip
e A+ B+C =2Ip

e A=RB + ('
e B=A+('
e C=A+D5

Tous ces moments d’inertie sont de la forme / / / r?dm et s’expriment en kg.m? et sont > 0. Seuls
MeS
les moments d’inertie autour d’axes ont une réalité physique.

1.3 Produits d’inertie

On définit les produits d’inertie :

o [,
o ] e
] e

Tous ces produits d’inertie s’expriment en kg.m? et peuvent étre positifs, nuls ou négatifs.



1.4 Moment d’inertie par rapport a un axe quelconque

Soit un solide (S) de masse m et M le point

courant de (5). On note (z,y,z) les coordonnées
— —

du point M dans le repere R(O, i ,j, k).

Soit ¥ =i + B3 + vk un vecteur unitaire

de la droite A.

L’inertie de S autour de I'axe (O, %)

Is)0,7) /// ”—f}HQdm

Isj07) = Aa? + BB? + C'yQ —2D~yB — 2FEay — 2Faf
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Avec [IO( 5)} » la matrice d’inertie du solide ' calculée au point O dans le repere R
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1.5 Théoremes de Huygens

1.5.1 Théoreme de Huygens pour les moments d’inertie

Ag
A Soit un solide S de masse m et deux droites pa-
ralleles A et Ag (Ag passant par G) distantes
de d.

La relation liant Ia et Ia,, est :

.’ IA:IAG—I—mdQ

Remarque : Pour une direction donnée 7, le moment d’inertie est minimal autour de la droite passant par le
barycentre G

YO
VT }IS/(o,m) > Is)ca)

1.5.2 Théoréme de Huygens pour les produits d’inertie

y —
G YO y . J

o= o

M Fo = ///MGS((xy) — (zyo) — (woy) + (zoyo))dm

A 4
=

FO:/// :Bydm—yo/// l‘dm—l‘o/// ydm+xoyo/// dm
MeS MeS MeS MeS

’FO = FG+mxoyO‘

1.5.3 Théoréme de Huygens pour la matrice d’inertie

Soit (S) un solide de masse m et de barycentre G.
Lo

Soit O un point quelconque avec @ = | yo
20 | p

Yo + 2 —2$oyo2 —T020
Tow)r = lawle +m | —zovo wp+25 oo
—ToZ0 —YoZo Tot+ Yo R




2 Principe fondamental pour un solide indéformable (S)

2.1 Définitions

— La quantité de mouvement d’un solide indéformable (S) dans son mouvement par rapport a R (unité :

kg.m.s™1)
e
P(s/R) = / / / O(d)s adm = moGyg, .

— La quantité d’accélération d’un solide indéformable (S) dans son mouvement par rapport a R (unité :

kg.m.s™2) :
—
S/R /// M)S/Rdm maGyg, g

— Le moment cinétique en C d’un solide indéformable (S) dans son mouvement par rapport a R (unité :
kg.m?.s71)

LC(S/R) //M SCM/\’U(M)S/Rd

— Le moment dynamique en C d’un solide indéformable (S) dans son mouvement par rapport a un R (unité :
kg.m?.s72) :

Nc'(S/R) // MESCM/\ma( )S/Rd

2.2 Torseur cinétique

On appelle torseur cinétique d’un solide indéformable (S) dans son mouvement par rapport a un repere R le
torseur suivant :

; —
{Lesmy} = { ps/ry | L }C

on vérifie bien que :

— la résultante du torseur, p(g/g), est indépendante du point de réduction C,

7’ . 7 . 7 H %
— le moment du torseur calculé au point C, LC( /R évolue selon la relation : L B(s/r) = L Asm + BANp(s/R)

— — .
LB(S/R) = ///MESBM/\’U(M)S/Rdm
—
= /// BA+A ) V(M )S/Rdm
MeS
B—1>4/\/// mU(M)S/Rdm—I—// mAU(M)S/Rdm
MeS MeS

- N
= Lagp + BANDS/R)



2.3 Torseur dynamique

On appelle torseur dynamique de I’ensemble de points matériels (S) dans son mouvement par rapport a un repere
R le torseur suivant :

{Ms/m '} :{ Disyry | Neggn }C

on vérifie bien que :

e
— la résultante du torseur, D(g/R), est indépendante du point d’évaluation C,

e —
— le moment du torseur calculé au point C, NC(S/R)’ évolue selon la relation : NB(S/R) = NA(S/R) + BA/\D(S/R)

— — N
NB(I/R) = ///MESBM/\CL(M)S/Rdm
— /// (ﬂ—i—m)/\a(M)s/Rdm
MeS ]

— , s N
BA/\/// a(M)S/Rdm—I—// AM/\(I(M)S/Rdm
MeS MeS

—_— =
Nags/ry + BANDg/p)




2.4 Relations entre {Ns/r } et {Lis/n)}

— Relation entre les résultantes
AR dR)
o eyR) = (UG )

dr

= m—(UG)s/n)

—
= Ma(M)g/r

—
= D(s/r)

N d(R)
Dsyry =~ (P(s/R))

— Relation entre les moments
dr —

AR .
dt o Lewn) = dt(// s CM Ay, )dm

— —) N

a ///MES dt /\mv(M)S/R))dm
Y & an

= ///MGS( dt (CM> A U S/Rdm ///MES C N —— (U(M)S/R)dm)
AR

N /// (W(C@—i_O )/\v S/R // CM/\CL )S/Rd

MeS res

dR —(f .
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—
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MeS
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— Cas particuliers :
Trois cas particuliers apparaissent souvent dans les calculs :

— le point C est fixe dans R,

— V() k e V(G SONE colinéaires,
— A et G sont confondus.

Dans ces cas la relation devient :

— dB® —
Cis/m = " g VCs/m)

2.5 Calcul pratique du moment cinétique d’un solide indéformable
— — N
Lc'(S/R) = // es CM/\U(M)S/Rdm

N //M SCM/\(W+QS/O/\OSM)dm
€

= mC@/\U(OS)S/R +// CM A (QS/O/\OSM)dm
MeS

= mCC Aoy, +mCO0s A (g0 A OsC) + // OsM A (Qg/0 A OsM)dm
/ MeS

y —
= mCHC?/\v(OS) +mCOg A (QS/O/\Osé)—F [IO(S)]RQS/O

S/R

2.6 Enoncé

— il existe une chronologie, facon de mesurer le temps,

— il existe un repere « fixe », « absolu », galiléen R

tels que pour tout ensemble S de points matériels :

{Ms/ro) } = {T(eatys) }

Nota bene :0On nomme principe physique une loi physique apparente qu’aucune expérience n’a invalidée jusque-la
bien qu’elle n’ait pas été démontrée, et joue un role voisin de celuit d’un postulat en mathématiques.



