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Plan

Livre 1

Calcul vectoriel

Rappels de cinématique

CC1 4°™ semaine

Livres 2

PFD point matériel

PFD systemes de points matériels

CC2 7°™ semaine

Livres 3

PFD systémes de solides
Géométrie des masses, théoreme de Huygens
CC3
Cinétique
Torseur dynamique
Equations issues du PFD
CC4 13°™ gu 14°™ semaine

Compétences visées cours de dynamique S4
Compétences techniques
Partie 1
Paramétrer un systeme jusqu’a 3 ddl
Maitriser la dérivation vectorielle pour calculer des vitesses et des accélérations
Maitriser les propriétés des torseurs appliquées au champ de vitesse d’un solide
Connaitre les notions de roulement sans glissement et de CIR
Partie 2 et 3
Connaitre I’énoncé du PFD (points matériels et solides)
Maitriser les propriétés des intégrales triples appliquées au cdm et aux matrices d’inertie

Compétence technique finale :
Exploiter le PFD pour obtenir des équations de mouvement et/ou des efforts de liaison

Déroulement du cours : le cours est découpé en trois parties, chacune sanctionnee par un CC
plus un DS en fin de période.

Chaque partie commencera par les points importants du cours, puis un exercice type corrigé
au tableau. Le reste des séances sera en autonomie par groupe de 4 maximum. L’enseignant
sera disponible pour répondre aux questions, corriger au tableau les exercices qui posent
probléme, reprendre des points de cours...

L’objectif est d’apprendre en bonne intelligence, de laisser une liberté sur 1’organisation du
travail en minimisant le stress, les évaluations étant programmeées.

En contrepartie, un portfolio individuel numérique est exigé. Lire sous moodle dynamique S4
le fichier « portfolio ». Le portfolio apporte une note supplémentaire de CC.
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Livre 1 : calcul vectoriel
Semaine 1
A : produit scalaire :

On définit un repere Ry (0,, X0, Yo, Zo) Orthonormé direct.
Par définition : u;.u; = |[ull. 11zl cos(uy, uz)

a; a;

ﬁ; bl ; u—2> bZ ; u—l)u—z) =aq.a,; + ble + cicy
Cig, C2r,

Propriétés :

Le produit scalaire est commutatif : ;. u; = u,. u;
Le résultat est un scalaire

Exemple :
a; a,
[zl = lluzll = 1, ug |by ;uy |by
0 Ro 0 )
Yo u,
u;
[0)
'\ 6 _
Xo
O

Calculer u;.x,. En déduire la valeur de a;.
Calculer uy.y,. En déduire la valeur de b,.
Calculer u,.x,. En déduire la valeur de a,.
Calculer u,.y,. En déduire la valeur de b,.
Calculer u,.u;

Exprimer u, dans R, en fonction de ¢

ENIb
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Réponses :
cosdp
a, = cos6,b, = sinb,a, = cosd, b, = sind,u,.u; = cos(6 — b),u; |sind
0 g,

B : produit vectoriel :
On définit un repere Ry (0,, X0, Yo, Zo) Orthonormé direct.

Soit u;, u,, k tel que k perpendiculaire a 75 et w,
Par définition : u;au; = [lugll. 131l sin(ug, u7). k
NB : (u;, u3) angle orienté entre u; et uz, (uy, Uy, E) triedre direct

a, a, bi.c; —by.cq
u |br sz b2 uAup = |ca; —ag.c
Cig, C2r, a;.b, —a,. b1R0
Propriétés :
Le produit vectoriel n’est pas commutatif : u; AU, = —U, AU,

Le résultat est un vecteur

k
Uy
'\ o
0o th
Exemple :
On définit un repere Ry(0,, Xo, Yo, Zo) Orthonormé direct.
a; az
luill = Izl = 1,u7 by ;U7 |b,
0 g, 0 g,
(‘\ %
. 0
Uz
uy
0 —
X0
0o

Donner les valeurs de a4, by, a,, b, en fonction de 6.
Calculer u,.u7, conclure.
Donner (sans calcul) xgAYg, Uy AZg, XgAlUy, Yo Ally, XoAlly, Uy AU .
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Réponses :
a, = cos0,b, = sinf,a, = —sinf, b, = cosb,
Uy. U, = ay.a, + by.b, = 0 : les deux vecteurs sont orthogonaux (on le savait déja).
XoAYo = Zg, UAZy = —Uy, XoAU; = Sin6.zg, VoAU, = —cos0.z,,
XoAU, = c0S0.7Z,, UANU; = —2Z,

Rappels de cinématique

Premiére étape : paramétrage du systeme

Cette étape permet de définir la position d’un systéme dans ’espace a 1’aide de parametres
indépendants.

1 : on définit un repére galiléen (repére fixe, le sol en général pour nos études)

2 : on définit un repere par sous ensemble cinématique du systéme (coloriage recommandé)

3 : on met en place les parametres (de translation et de rotation) qui permettent de passer d’un repere a
I’autre

4 : on veérifie que les parametres sont indépendants

Exemple 1 : robot porteur RRR (3 liaisons pivot)

Solution : on colorie chaque sous ensemble plus le bati (4 couleurs)

Donc 4 repéres. On s’arrange pour qu’il y ait toujours au moins 1 axe commun entre 2
reperes.
Resultat :

0 Jo
— . . .
io Schématisation du porteur

Mise en place des paramétres sur un schéma plan, repéres directs, angles dessinés positifs
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Remarque : 1’origine des repéres est omise ; nous souhaitons juste les parameétres de rotation.

A
J1 Jo
[
a
—
=3 z
0D = a.k, avec a constant
- [P
I 1
ks
B
Ji7z ky
DA = b.7; avec b constant
- 1,
I3 2
ks
14
e
J27)3 k>

AB = C.k—2> avec ¢ constant, BC = d.1; avec d constant, a, B, y indépendants.
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Exemple 2 : systéme bielle manivelle

//]/// //{//

Solution :
On trouve 4 repéres, 4 parametres (3 rotations, 1 translation) mais qu’un seul paramétre
indépendant (trouvez le lien entre eux !). On posera AB=BC

Retour au cas général :
On peut définir ainsi le vecteur position de n’importe quel point du systéme.

Vecteur vitesse : dérivation du vecteur position par rapport au temps dans un repére de
référence (repére de dérivation).

Pour définir completement le vecteur vitesse d’un point, il faut :

... un point P

... qui appartient a un solide S, ou qui est fixe dans un repére Rs

... solide ou repére mobile dans un repére Rodans lequel Oq est un point fixe (pas
forcément I’ origine)

— —_—
— AP d QP

Il est essentiel de faire apparaitre le repere de dénvation !

Vecteur accélération : dérivation du vecteur vitesse par rapport au temps dans un repere de
référence (repere de dérivation).
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Formule du changement de repere de dérivation (ou formule de dérivation composée)
(vue en cinématique S1)

4O ¥ 4o U 2
dt ~ dt T 'w

NB : ne pas confondre ...

e repére d’observation (I’observateur est li¢ a ce repére, et il décrit le mouvement)

e repére de dérivation (notion utile pour le traitement mathématique des calculs)

e repere d’écriture (dans lequel on exprime les résultats). Il est rarement nécessaire
d’écrire ces résultats dans un repére particulier ! Et encore moins souvent utile de les
écrire dans Ro, méme lorsqu’il s’agit de calculer la vitesse d’un point, dans son
mouvement par rapport a Ro.

Exemple : 1’écriture suivante est tout a fait possible

—> d® O,P = o4 — -
V(P)2n :T =X I +r 2% + L3 ]2

Le repére d’observation est Ry,

le premier* repere de dérivation qui apparait est Ry,

il n’y a pas vraiment de repére d’écriture : R1 et Rz sont utilisés !
* Dans les calculs, on a sGrement utilisé la relation

d(l) Olp d(2) Olp —_—> —>
at = at +¢ 211 @ﬂa

Et la apparaissent 2 repéres de dérivation !

https://www.youtube.com/watch?v=J351RmKw7wc

Dérivation vectorielle :
Exercice 1

: > i i A
Soient Ry =(Oo, o, jo, ko) et R1=(01, i1, j1, ki = ko) mobile dans R
—> de— g?
q’yozﬁko OuU ¢ Kg

a7 g0

Calculer —2 ot =2t
dt dt
On trouve :
A Jo
J1
[
@
ko ) lO


https://www.youtube.com/watch?v=J351RmKw7wc
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Représentation plane des reperes directs avec 1’axe de rotation commun aux deux reperes k
perpendiculaire au plan, I’angle ¢ algébrique est représenté positif compris entre O et g pour
éviter les erreurs de signe lors des projections.

G vy N a©®jy .

& Pl —==—0.4

Remarquer que « dériver par rapport au temps » consiste a faire pivoter le vecteur
de +m/2 autour de I’axe portant le vecteur vitesse de rotation k, et de multiplier par la

valeur algébrique de la vitesse de rotation ¢ .

Exercice 2
Soient Ry =(Oo, lo, Jo, ko) et
- - > T )
R1=(01, 11 =g, J1,K1), R2=(02, i3, j2 = J1, kz), mobiles dans Rg
—> o S bad—
®w= *lo o= 1
07 4O dO% 4O
Calculer 222, & 1 2 ¥ 4 1y
dt dt dt dt
Solution :
A
ky ko
J1
@
9
[
Jo
5 e
k,
0
I ky
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dO5 . — Ok .
PTI i Sra il TV 5

d©k, ez
Pour calculer = 2, deux possibilités :

d®%, d®@k, — — d@%k, =

& - dr + 02,00k, T 0; Q3,0 =3/1 + 240
. d(O)FZ) d(l)FZ) — d(l)Fz) — ., . — 7 . —
Ou mieux = - T L = 0.1;; ¢.1gAky = —¢@.cos0.];
aOg;

De méme =—6.k, + ¢.sin0.7;

dt

Pour s’entrainer :

Soit le repere fixe Ro (O, Xo ) Yo ) Zo) et les reperes mobiles
R (O, X.,Y,=Y,,Z) R (O, X,,Y,.,Z,=2))

Avec QRllRO =0 -Y, e QRlel =@-Z,

Calculer :
dO%; a©z; 4%, q©y
dt ' dt ' dt ' dt

NB : pour le CC1, c’est exercice doit étre fait en moins de 6 minutes sans erreur

Résumé dérivation vectorielle : https://www.youtube.com/watch?v=07hb-J7rvyAE

Semaine 2
Rappel sur les torseurs

Un torseur est un champ vectoriel équiprojectif :
— > —> —>
Ma ¢AB = Mg ¢AB

Relation trés utilisée en particulier en cinématique du solide... Voir un peu plus loin.

L g , —> ] —
Il est défini par sa résultante R et son moment en un point A : Ma

Notation :

9

> —> (=] —> | R
[T]A:[R‘MA] ou R |Ma ou 4
1 [ o

Ma A
Propriété :
— > > —> —_— = >
MAZMB+R@BA ou MAZMB+ABE@IR
Définitions :

- Glisseur : un torseur est un glisseur si et seulement si il existe un point K tel que
— >
M= 0

L’ensemble des points K est une droite appelée« axe du glisseur ».


https://www.youtube.com/watch?v=O7b-J7rvyAE
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- Couple : un torseur est un couple si sa résultante est nulle. Un couple est donc un
champ vectoriel constant.

Proprieté :

On démontre que tout torseur peut s’écrire comme la somme d’un couple et
d’un glisseur (la somme de deux torseurs ne peut se faire que s’ils sont exprimés en un
méme point).

Cinématique du solide

Le champ cinématique des vitesses est un torseur : le torseur cinématique.
—_ > —> —>
V(A)so ¢AB =V(B)so «AB

Il est défini par sa résultante cinématique ¢ go —Vvecteur vitesse de rotation
du solide dans son mouvement par rapport au repére Ro

et par son moment cinematique en un point A v(A)go —Vvecteur vitesse
du point A du solide dans son mouvement par rapport au repére Ro :

[Vsio]a = hsﬁ V(A)s0 L

Ainsi quand on connait la vitesse d’un point appartenant a un solide, on peut en déduire la
vitesse de n’importe quel point de ce solide !

Calcul de vitesses :

Exemple 1:

//{// //{//

Calculez vpe4 4 €n fonction de la vitesse de rotation de 2/1. On prendra AB=BC

10
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Exemple 2 :

Type de mouvement

CTD dynamique S4

robot ABB IRB 140
Mouvement du robot

Axel Mouvement de rotation
Axe 2 Mouvement de bras
Axe3 Mouvement de bras
Axed4 Mouvement de poignet
Axe5 Mouvement de flexion
Axe 6 Mouvement de pivot

595

ENIb

Version du 1/7/2020

380

65

360 B

3 pdl

/

Positions au centre Angle (degres)
du poignet (mm)

Portée du mouvement |pos. | X z pos. |axe 2 | axe 3
+180° - -180° 0 450| 712 0 0 0
+110° - =90° 1 70| 1092 1 0} -90

+50° - -230° 2 314| 421 2 0| +50
+200° - 2000 3 765 99 3 110 | -90
+120° = <1200 6 1| 586 6 -90 | +50
+400° - 400° 7 218| 558 7: 110 | -230
8 | -670| 352 8 -90| -90

Les positions extrémes du bras du robot.

1120
\ 1243
Pos 8
28T 151

670

70
184

486

Jo

Schématisation du porteur
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La schématisation du « porteur » (les 3 premiers axes) de ce robot fait apparaitre les repéres
liés a ses « segments » (ou « bras », ou « solides ») de ce robot. Les 3 rotations successives
seront notées a, B, y avec évidemment o = a(t), B = B(t), v = y(1).

1 : Déterminer les vecteurs vitesses de rotation
—>

¢ *

‘P 20 ? 200

a0 Pan a0

2 : Déterminer les vecteurs vitesses

— >

VA)ug \ \ \
V(A) 211 V(A) 2/0 V(B)zlg v(B) 2o
V(C)zp V(C)an  V(C)ap

3 : Enfin, en supposant que, dans la phase de mouvement qui nous intéresse (et qui sera de
durée limitée), les vitesses de rotations aient des mesures algébriques constantes

5 ((jjt = 30 (CSte) 62— d—fz— o (cste)

d
dIYI)_ 3832 (cste)

Déterminer

—

a(A) 1/9 N N N
a(A)Zl\l a(A)z/g a(B)zq a(B) o
a(C)z, alClyy alC)spg

Astuce pour se faciliter le calcul de la vitesse d’un point P dans un systéme de solide :
dOgP

dt g,
Cas 2 : le point P n’appartient pas « naturellement » au solide 2 : on passe par un point
A qui lui appartient a 2 et on utilise le transport du torseur cinématique (BABAR)

Upe2/0=Vaez/0 + PA AQ; )

Cas 1 : le point P appartient « naturellement » au solide 2 : Vpez /9 =

Réponse :

Ennotant 04 = a1, + dk,, AB = bk, BC = ci3

V(A)l/o = adj;,

v(B)z)0 = adj; + b(fT; + dsin(B)];)

v(C)aso = ad; + b(Bi; + asin(B) ;) + c(—(y + B )k + @ cos(B + V) J7),

a(A)l/O = —ady,

a(B)Z/O = —ad®y + b(_BZE+2d BCOS(B)]_{ —a?sin(B) 1y,

a(C)sjo = —ad’G; + b(—f%k,+2d feos(B) J; — d2sin(B) & + c(—(7 + B) %5 — 2a(y + B) sin(B + 1) J; —
a*cos(B+7)1))

12
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Exemple 3 :

A N,

Calculez V(A)llg,V\(A)le V\(A)z/; V(B)z/i V(B)z/;
v(Cap V(Car  V(C)ag \ \
alA)ip aA)yy  alA)yy  aB)a:  alB)ag
aCls, alCar  alC)ao

Exemple 4 :
o ] T
‘ B R 2 |‘ J sonde
e \‘ L ]‘< R,

>
/

Vitesse absolue de A (A est décalé de r=cte par rapport a
I’axe de rotation de la sonde).

13
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Semaine 3
Roulement sans glissement
Soit | le point de contact entre S1 et S2. On définit la vitesse de glissement de S1 par rapport a

S2 : (Roest un repére quelconque)
V(Dgit =V(1) 10 — V(D210

—>
v(D12
) —_— —>

Il'y a roulement sans glissement si v(l)g: = 0
Exemple : une roue (1) de rayon R roule sans glisser sur le sol (0). Quelle est la relation entre
la vitesse d’avance et la vitesse de rotation de la roue ?

y a

Y

<l

O, I

Réponse : on met en place un repére par sous ensemble cinématique, puis le paramétrage
permettant de passer d’un repére a un autre.

Yo .

— y M F - 5 " | A

2 0 3 Uinstant t alinstantt + dt
% i

j @(1t)
C —
Xo
, : t
0 20 1L, I, I Xg

—

R, (00; X0, Yqr k_o)) fixe, R (C; X0, Yo kT)) lié alaxede la roue, R, (C; X1, Y, ko) lié alaroue

14
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Avec A(t) algébrique et dessiné positif, @(t) algébrique représenté positif compris entre 0 et g
Les points | : I est le point géométrique de contact entre la roue et le sol, I, est le point de la
roue (1) en I a ’instant t, Ijest le point de la route en I a I’instant t. Les points I, I, I,
coincident a I’instant t

A D’instant t+dt, I est toujours le point de contact entre la roue et le sol, I;s’est déplacé sur la

roue et Iyn’a pas bougé.
La vitesse de glissement est v;_ /o

Vp 70 = Veerjo T hLCA2y 0 = /13_53 + RpXx,
La relation de roulement sans glissementest: A+ R¢ = 0

Mouvement plan sur plan

Un solide S est animé d’un mouvement plan sur plan si un plan P1 1i¢ a S glisse sur un plan
fixe P. A tout instant, P et P1 restent donc paralleles.

On appelle CIR (centre instantané de rotation) le point géométrique | appartenant a S qui, a
I’instant t, posséde une vitesse nulle par rapport a Ro :

— >
V(D)so| = O

Suite de I’exemple précédent : une roue (1) de rayon R roule en glissant sur le sol (0) : 24 +
Ry =0
Ou se trouve le CIR de ce mouvement plan sur plan ?

Solution :

on appelle K le CIR. On pose 0,K = axg + byg

Vke1/0 = Vcerjo + K_C)’\W/o) =1+ ((A—a)x; + (R - b)%’)/\qka) ;
Vkerjo = (A+ (R = b))% — (A — a)pys = 0

R «—> o — I
Vkei/o = (E —b)pxs— (A—a)py, =0

Donc a=A\ et bzg

Exercice d’entrainement : meule a huile
1) 3) (2 (1) est fixe, (3) est en liaison pivot avec
\ (2), (2) est en liaison pivot avec (3),
9'e (2) est en liaison lineaire rectiligne
avec (1). Ecrire la relation de
roulement sans glissement en | de la

> Fa | s
‘ [ VR meule sur la pierre.
U XXSS ;

Cone roulant sur un plan :
Soit (S) un cone de révolution de hauteur h, de rayon de base R, centre de base C, sommet B.
(S) est en contact en | avec le sol (plan horizontal, R,), O point fixe du sol, B reste a la

15
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verticale de O, OB =z(t). (S) tourne autour de (BC) et roule sans glisser sur le sol. Donner
cette relation de roulement sans glissement.

Aide :

Paramétrer le systéme a 1’aide de 3 angles

Exprimer z(t) et OI(t) en fonction de R et h et d’un parameétre angulaire
Calculer Veegyg,

Calculer Vjes /g,
En déduire la relation de roulement sans glissement en 1.

. X
Zy
B w
Z 7
y
Xo 0 C
/ 1_7)
7 |
u Yo
Semaine 4

Révisions, questions, CC1
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