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Plan

Livre 1

Calcul vectoriel

Rappels de cinématique

CC1 Mardi 12/11/2024 H5

Livres 2

PFD point matériel

PFD systemes de points matériels

CC2 Jeudi 21/11/2024 H2

Livres 3

PFD systémes de solides
Géométrie des masses, théoreme de Huygens
Cinétique
Torseur dynamique
Equations issues du PFD

CC3 Jeudi 19/12/2024 H2

Compétences visées
Compétences techniques :

Partie 1

Paramétrer un systéme jusqu’a 3 ddl

Maitriser la dérivation vectorielle pour calculer des vitesses et des accélérations
Maitriser les propriétés des torseurs appliquées au champ de vitesse d’un solide
Connaitre les notions de roulement sans glissement et de CIR

Partie 2 et 3
Connaitre 1I’énoncé du PFD (points matériels et solides)
Maitriser les propriétés des intégrales triples appliquées au cdm et aux matrices d’inertie

Compétence technique finale :
Exploiter le PFD pour obtenir des équations de mouvement et/ou des efforts de liaison

Déroulement du cours : le cours est découpé en trois parties.

Chaqgue partie commence par les points importants du cours, suivi d’un exercice type corrige.
Les séances seront en autonomie. L’enseignant sera disponible pour répondre aux questions,
reprendre des points de cours...
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Livre 1 : calcul vectoriel
A : produit scalaire :

On définit un repere Ry (0g, X0, Yo, Zo) Orthonormé direct.
Par définition : u;.u; = |[u7ll. w3l cos(uy, uz)

a; a,

u_l) bl 7u_2) b2 ,u—1>@= a1a2+b1b2+C1C2
Cig, C2p,

Propriétés :

—

Le produit scalaire est commutatif : u;.u, = u,. u;
Le résultat est un scalaire

Exemple :
a a,
luill = [zl = 1,57 [by  ;uz |b,
0 g, 0 g,
Yo u,
Uy
®
0 —
Xo
0o

Calculer u;y. x,. En déduire la valeur de a;.
Calculer uy.y,. En déduire la valeur de b,.
Calculer u,. x,. En déduire la valeur de a,.
Calculer u,. y,. En déduire la valeur de b,.
Calculer u,. u;

Exprimer u, dans R, en fonction de ¢
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Réponses :
cosd
a, = cosf, b, = sinb,a, = cosd, b, = sind,u,.u; = cos(6 — b),u; |sind
0 g,

B : produit vectoriel :
On définit un repere Ry (0q, X, Yo, Zo) Orthonormé direct.

Soit uy, u,, k tel que k perpendiculaire 3 %; et u,
Par définition : u; ati; = w7l 1w, sin(uy, u;). k

P — —
NB : (u;, u;) angle orienté entre u; et u,, (U, Uy, k) triédre direct

a; a; bi.c, — b,.cq
| up|b: uiAu, = [ea; —ay.cy
C1g, C2p, a;.b, — a2'b1R0
Propriétés :
Le produit vectoriel n’est pas commutatif : U; AU, = —U, AU,

Le résultat est un vecteur

k
Uy
'\ 0
0o th
Exemple :
On définit un repere Ry (0g, X0, Yo, Zo) Orthonormé direct.
a, a;
il = luzll = 1,u7 |by Uz (b,
0 g, 0 g,
0 —
(-\ Yo
u;

0o

Donner les valeurs de a,, by, a;, b, en fonction de 6.
Calculer u,.u;, conclure.
Donner (sans calcul) XgAYq, Uy AZg, XoAly, Yo AUy, XoAlg, Uy Al .

3
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Réponses :
a, = cosO,b, = sinf,a, = —sinf, b, = cosH,
U,.u; = a;.a, + by. b, = 0 : les deux vecteurs sont orthogonaux (on le savait déja).
XoAYo = Zg, UAZg = —Uy, XoAU; = Sin6.z;, YoAu; = —c0s0.Z,,

XoAU, = c0s0.Z,, UAU, = —Z,

Rappels de cinématique

Premiére étape : paramétrage du systeme

Cette étape permet de définir la position d’un systéme dans 1’espace a 1’aide de parametres
indépendants.

1 : on définit un repere galiléen (repére fixe, le sol en général pour nos études)

2 : on définit un repere par sous ensemble cinématique du systéme (coloriage recommandé)

3 : on met en place les parametres (de translation et de rotation) qui permettent de passer d’un repére a
Iautre

4 : on vérifie que les parameétres sont indépendants

Exemple 1 : robot porteur RRR (3 liaisons pivot)
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Solution : on colorie chaque sous ensemble plus le bati (4 couleurs)

Donc 4 reperes. On s’arrange pour qu’il y ait toujours au moins 1 axe commun entre 2
reperes.

Résultat :

Jo
Schématisation du porteur

—

)

Mise en place des paramétres sur un schéma plan, repéres directs, angles dessinés positifs.
Remarque : ’origine des repéres est omise ; Nous souhaitons juste les parameétres de rotation.

A
J1 Jo
[
a
>
2 @
0D = a. Eg avec a constant
- [
P 1
k;
B
J1i=J2 keq
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DA = b.7] avec b constant

—__— >

J27J ka
AB = c.k—; avec ¢ constant, BC = d.1; avec d constant, a, B, y indépendants.

Exemple 2 : systeme bielle manivelle

//{// R

Solution :
On trouve 4 reperes, 4 paramétres (3 rotations, 1 translation) mais qu’un seul parametre
indépendant (trouvez le lien entre eux !). On posera AB=Ret BC=L
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Exemple 2 : systéme bielle manivelle

Ry = (A, x|, yy,2))repére lic al R, = (C.x;._v;.:;)repére Héa3

R, =(.-!‘a_';._1—';.;) repere li¢ a 2 S N
RJ - (C§;'~'4Q_l'4§z.|)= (f. .\’1.‘1'1-21}!‘?,??!‘? ”l; vf:' 4

. ) 2 _ 12 2
Réponse : 008021:R L+ X
2L X
: x> X :
Si R=L alors cos@,,=——=—— soit x=2L cosé,,
2Lx 2L
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Retour au cas général :
On peut définir ainsi le vecteur position de n’importe quel point du systéme.

Vecteur vitesse : dérivation du vecteur position par rapport au temps dans un repére de
référence (repére de dérivation).

Pour définir complétement le vecteur vitesse d’un point, il faut :

... un point P

... qui appartient a un solide S, ou qui est fixe dans un repére Rs

... solide ou repére mobile dans un repere Ro dans lequel Oop est un point fixe (pas
forcément 1’origine)

— —>
—— AP d OP
YWPso =g % g

11 est essentiel de faire apparaitre le repére de dérivation !

Vecteur accélération : dérivation du vecteur vitesse par rapport au temps dans un repére de
référence (repere de dérivation).
Formule du changement de repére de dérivation (ou formule de dérivation composee)

dOU _d9U

o + Q0 /\U

NB : ne pas confondre ...

e repére d’observation (I’observateur est li¢ a ce repere, et il décrit le mouvement)

e repere de dérivation (notion utile pour le traitement mathématique des calculs)

e repeére d’écriture (dans lequel on exprime les résultats). Il est rarement nécessaire
d’écrire ces résultats dans un repére particulier ! Et encore moins souvent utile de les
écrire dans Ro, méme lorsqu’il s’agit de calculer la vitesse d’un point, dans son
mouvement par rapport a Ro.

Exemple : ’écriture suivante est tout a fait possible

——— dW0o,P
V(P)yy =——

Le repére d’observation est Ry,
le premier repére de dérivation qui apparait est Ry,
il n’y a pas vraiment de repére d’écriture : Ry et Rz sont utilisés !

=Xi,+r0j,+Lay, j,

https://www.youtube.com/watch?v=J351RmKw7wc
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Dérivation vectorielle :
Exercice 1
) - > - > = )
Soient Ry =(Oo, io, jo, ko) et R1=(O4, i1, j1, ki = ko) mobile dans R
—_— d¢—> . —_—
Q —_—— =
o= ke =@k,

d®r g7
1 et J1
dt dt

Calculer
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On trouve :
¢
7
[
@
ko —>

Représentation plane des repéres directs avec I’axe de rotation commun aux deux repéres k|
perpendiculaire au plan, I’angle ¢ algébrique est représenté positif compris entre 0 et % pour
éviter les erreurs de signe lors des projections.

aOg; . —

pranis @.], et

a7y . —
= —@. l1
dt

Remarquer que « dériver par rapport au temps » consiste a faire pivoter le vecteur
de +n/2 autour de I’axe portant le vecteur vitesse de rotation k, et de multiplier par la

valeur algébrique de la vitesse de rotation ¢ .

Exercice 2
) - > >
Soient Ry Z(Oo, lo, Jo, ko) et
> > o = > o :
R1=(01, 11 =g, J1,K1), R2=(02, i3, j2 = J1, k2), mobiles dans Rg

Quro =¢)I_(; Qo1 =9E

Calculer £28 4% dO%k; 4O
at ' dt dt dt

10
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Solution :
A
ky ko
J1
@
i >
Jo
B e
k,
0
71 =
dOF o a0k ky
a @.Kq a —®.]1

dOk, s
Pour calculer " 2, deux possibilités :

d(o)k_z) d(z)k_z) -_— T d(z)E g

dt = dt + .Qz/ol\kz ,—dt = 0, .Qz/o = 'QZ/I + 'QI/O
. dO%, dWk, —— — dWk, L. s T . —
Ou mleuxT2 =— 2+ 000k, ;TZ = 0.1, ; ¢.1gnk, = —¢p. c0s0.];

~ d(o)_) s T . . —_
De méme dtlz = —0.k, + ¢.sinb.J;

Pour s’entrainer :

Soit le repere fixe Ro (O, Xo ) Yo , Zo) et les repéres mobiles
R, (O, X, Y, =Y,.2) R, (O, X,,Y,,Z, =2))

Avec QRllRO =60 -Y, e QRZ/Rl =@-Z,

Calculer :
dO%; a©@z] aO%, a@y;
dt ' dat ' dt ' dt

NB . pour le CClI, c’est exercice doit étre bien maitrise.

Résumé dérivation vectorielle : https://www.youtube.com/watch?v=07b-J7rvyAE
11
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Rappel sur les torseurs

Un torseur est un champ vectoriel équiprojectif : M,-AB=M;-AB

Relation trés utilisée en particulier en cinématique du solide... Voir un peu plus loin.

L= , —> ) —
Il est défini par sa résultante R et son moment en un point A : Ma

Notation :
%
> —> > —> - —
Ma=[R|Mr] ou {R|Ma] ou {5 ou R M(A)
A
Propriété : e L
s=M,+BAAR ou M;=M,+RAAB
Définitions :

o Invariant scalaire : 1 = R - I\—/I>(A) =R- m(B)

e Glisseur : tout torseur de résultante ﬁ # 6 et d'invariant scalaire A =0 .
Il existe alors une droite (4) appelée axe central telle que : M(1)=0 VI (A)

e Couple : tout torseur non nul dont la résultante est nulle (R =0), est appelé couple.
Un couple est donc un champ vectoriel uniforme.

Propriéte :

On démontre que tout torseur peut s’écrire comme la somme d’un couple et d’un
glisseur (la somme de deux torseurs ne peut se faire que s’ils sont exprimés en un méme
point).

Cinématique du solide

Le champ des vitesses est un champ equiprojectif:  v(A),,, - AB=Vv(B)s,, - AB

C’est le champ de moment du torseur cinématique.

V(T)S/OJA z)s,o={ﬁs,0 V(AeS/0) }A

Il est défini par : [VS/O]A = |_ Q,,

> €, sa résultante cinématique, vecteur vitesse de rotation du solide dans son
mouvement par rapport au repére Ro :

> V(A)s,o son moment cinématique en un point A, vecteur vitesse du point A
appartenant au solide dans son mouvement par rapport au repére Ro :

Ainsi quand on connait la vitesse d’un point appartenant a un solide, on peut en déduire la
vitesse de n’importe quel point de ce solide ! (on utilise la relation « BABAR »)

V(B)s,o =V(A)s,0 + BAAQ,,
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Loi de composition des mouvements :  Onjo = Onjpg ++ Oy +70y g

L Q. =Qnni+..+Q, +Q,,
Vo =1 ‘V(AenIO)} — {_n -
A

V(A@;W'WAE 2/1)+V (Ae1/0)

méme point A

Exemple 1:

systéme bielle manivelle

‘Rl =(A, X1 s :,l)r-?pe;re li¢ a1 Rg = ((‘“‘.;. _1';,.:;)1'?;};’!'9 liea3

R, = (A, Xy, 3.1 repére lié a 2 R R
Rl = (Cs -"4&_"41:4)= (Cq -\'lq_'l'l;zl)l‘!"ut"l‘? Hé’, i:l' 4

Calculez vpe, /4 en fonction de la vitesse de rotation de 2/1. On prendra AB=R=BC =L

13
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Mouvement de 2/1 : liaison pivot d’axe (A, ;)

Q.. =6u2,
= V(Ae2/1 avec _2” 21
Mouvement de 3/2 : liaison pivot d’axe (B z )
Q., =62,
V,, =18, V(Bes/2 avec 4= =TRf

Mouvement de 4/3 : liaison spherlque de centre C

4/3_a X +13 y1+643Z
D ={ ‘v Ce4l3 avec 4071 Pa
413 (Ce ) V(Ce4/3)=0
Mouvement de 4/1 : liaison glissiere de direction X
Q,, =0

_do Vi avec —
Oyt {Qm ‘V(CEA'/]') }C {V(Ce4/1)=X41X1

Loi de composition des mouvements : 01 =03 +0,+0,,

‘z)4/1 = {54/1 ‘V(C 64/1) } —> {9‘”1 = Qa3 +91/2 +Qz/1
C

V(cv</1)=%c €4/3)+V(C e3/2)+V(C e2/1)

On choisit le point C
[ V(Ce2/1)=V(Ae2/1)+CAAG 1 =0t (=X, X ) A 2 = X1 Oy,
V(Ce3/2)=V(Be3/2)+CBAQu2=0+(-LX;)A 0,2, =L 8,,y,
V(Ce4/3)=0

| V(Ce4dll)= %X, X,

En projection dans la base (x—l, Z Z)

( (—

Q.. X, =d,,+0+0=0

1Q,,-y, =B, +0+0=0

?24,1 2, =6,+6,+6,, =0

V(Cedll)-x, =%, =0+0-L 8,,sin@,, +6,,)
IV(Cedll)-y, =0=0+x,, 6, +L 8,,c08(6,, +6,,)

V(Ce4/l)-z,=0+0+0=0

032 +021 = _043 = _021

; - : X,, =—L 8,,sin@,,+8,,)=—2L86,,5inb
O, =—0,,-0,,=-2 0, . 525165, +6,.) 2 2

Comme R=L ona 6,,=60,, et{

V(De4/1)=V(C e4/1)+ DCAQu1 =X, X, +DCA 0= X,, X,
14
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Mouvement du robot Positions au centre Angle (degrés)
du poignet (mm)
Type de mouvement Portée du mouvement |pos. | X z pos. |axe 2 | axe 3
Axel Mouvement de rotation +180° - -180° 0 450 712 0 0 0
Axe 2 Mouvement de bras +110° - =90° 1 70| 1092 1 0} -90
Axe3 Mouvement de bras +50° - -23Q° 2 | 814| 421 2 0} +50
Axe 4 Mouvement de poignet +200° - -200° 3 765) 99 3 110} -90
Axe5 Mouvementde flexion +120° - -120° el A ol
Axe 6 Mouvement de pi ° - -400° i
ment de pivot  +400 400 8 | -670| 352 g | -90| -90
Les positions extrémes du bras du robot.
———==C
- ,/'/— . Pos1 -
380 65 P A
== //
R / ‘
/e
g Lot i
360 B ¢ o0 ,// Pols - Q[ Pos 7
3 S X
810 s g - |\ 1243
. : ' <
352 9 \s : /'
y = ¢\ gl
" I I, === =
273 (70 28T ] ‘\‘ 151
448 S
Ll |
184_4 324 486

670

Jo
Schématisation du porteur
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La schématisation du « porteur » (les 3 premiers axes) de ce robot fait apparaitre les repéres
liés a ses « segments » (ou « bras », ou « solides ») de ce robot. Les 3 rotations successives
seront notées a, B, y avec évidemment o = a(t), = B(t), v =y(1).

1 : Déterminer les vecteurs vitesses de rotation

Q110

Qo Qano

Qiz Qan Qo
2 : Déterminer les vecteurs vitesses
—>
AGETS \ \ \
V(A)z/i V(A)z/é V(B)z/i V(B) 20
V(C)s,  V(Clar  V(Can

3 : Enfin, en supposant que, dans la phase de mouvement qui nous intéresse (et qui sera de
durée limitée), les vitesses de rotations aient des mesures algébriques constantes

. da . dp

a=a=(01/o (cste) ,3=E=wz/1 (cste) }}=(3—}t/=0)3/2 (cste)
Déterminer
>
a(A)l/g

a(A)yy  alA)yy  a(B)y  a(B)ao
a(C)z, alClyy  alC)ypg

Astuce pour se faciliter le calcul de la vitesse d’un point P dans un systéme de solide :
d0oP

dt g,
Cas 2 : le point P n’appartient pas « naturellement » au solide 2 : on passe par un point
A qui lui appartient a 2 et on utilise le transport du torseur cinématique (BABAR)

Vpe2/0=Vaez2/0 + PA AQy )

Cas 1 : le point P appartient « naturellement » au solide 2 : Vpe, /9 =

Réponse :

En notant 04 = a i; + dk,, AB = bk,, BC = I3

V(A)uo = adj;,

v(B),) = adj; + b(F1; + asin(B) 1)

v(C)30 = adj; + b(,BG + dsin(ﬂ)ﬁ) + c(—()'/ + ﬁ)k_; + dacos(B +¥)J1),

a(A)1/0 = —ad’y,

a(B)y = —ad?t; + b(_BZE*'Zd Beos(B) T, — d?sin(B)) 17,

a(C)s)0 = —ad?T; + b(—fky+2d feos(B) Ty — 42 sin(B)Ty + c(=(y + ) T — 2a(y + B) sin(B +¥)T; —
a*cos(B +y) 1))

16
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Exemple 3 : robot de peinture

On étudie un robot de peinture de carrosserie de voiture.

L'objectif est de déterminer une loi de pilotage permettant au pistolet & peinture de balayer
horizontalement la carrosserie tout en vérifiant le critére de déplacement relatif. Dans le modéle
proposé, le point P correspond a la position du pistolet.

Q1:
Q2:
Q3:

Q4:

Q5:

7 -~
T, — / _//,\\\“ .
=R = \ X5
- al(t)
Shéma cinématicuie du rohot Paosition mediane (P est en D)
(etAenO)
Modeéle (a) en configuration générale (b) en position médiane (a¢=7/2)

Construire les figures planes illustrant les paramétres de position

Exprimer les vecteurs vitesse de rotation ﬁl/ﬂ: 522/1 et ﬁ_yz. En déduire ﬁZ/D et 52310.

Déterminer Vp/q .
Exprimer la relation vectorielle associée a la condition « P se déplace a une vitesse V suivant X ». Par projection
sur Zg, en déduire f3.

Projeter la contrainte vectorielle de la question précédente sur X, et y, pour obtenir les 2 autres contraintes

scalaires.

Exprimer alors A et @ enfonctionde L, V, & et Ba-

. . b . . i , . . .
En notant que sm(fr—ﬁo]zsm(ﬁo]zf , les expressions déterminées permettent d’obtenir les deux équations

17
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Exemple 4 : bras manipulateur

La figure ci-dessous représente un bras manipulateur permettant de déplacer des objets.
Ce mécanisme est constitué de :

Un bati SO.

Un solide S1 entrainé en rotation par un moteur M1.

Un solide S2 entrainé en rotation par un moteur M2.

Un solide S3 entrainé en translation par un vérin V1.

Une pince située a 'extrémité du vérin permettant de saisir I'objet.

1/0 - rotation d'axe (A z5) d'anglea
2/1 : rotation d'axe (B,x,) d'anglef
3/2 : translation rectiligne de direction z, A

On pose AB =a.y, (a étantune constante).

Question 1 : Proposer un paramétrage intelligent du systéme.

Question 2 : Réaliser des figures planes iliustrant les paramétres d’'orientation.
Question 3 : Déterminer Q0 Q21 Q20 Qa2 Qann Qao

Question 4 : Déterminer les vecteurs vitesses Viccaa , Veeon » Veevn ©f Veean -

Question 5 : Déterminer le vecteur accélération Tpasq -

18
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Exemple 3 : robot de peinture

g, Yooh i % Q3: -LBsing=0 > £=0,etdonc §=f,.
o H
vk ;l E-ﬁ' % .
A= = 7,=%,=1, —LetsinFsina +LFcos fecosa=V
7I,=%,=1, e V=¥, i
04:
O1: Qy0=Qup + Qo=+t 2g=d Zg+ [ A+ Lasinfcosa +L Fcos Fsina =0

Q2 : Vo= Ayg +Lasin By, + B Xy)|

)5 _ _ ) b ) . _ . .
Q En notant que sin(7- f j|=5|n{,fi|3|=I , les expressions déterminées permettent d'obtenir les deux equations
- v
A= ¥ et g=—-—.
tana bsina  Elles s'intégrent facilement numériquement pour abtenir les lois de pilotage du robot.

Exemple 4 : bras manipulateur

Pour paramétrer les 2 rotations et |la translation, on utilise 2 parametres angulaires et 1 parametre linéaire :
Soit : o =(xg.X1) =(¥o. V1), B=(1.¥2)=(2,2) et BC=»1rz;.

Qg =0.2g = 4.2y Qo1 =PBXq1 =P.x2

Veeso = (h.sinB—a).ax; — APy, +hz,

Teearo = [2.7'&.(1 sinp + 2.cp.cosp + (h.sinp - a).d].x{ +(L.sinB—a).a?.ys — (24P +1f)y, + (L —1B%).z,

19
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Roulement sans glissement

Soit | le point de contact entre S1 et S2. On définit la vitesse de glissement de S1 par rapport a
S2 : (Roest un repere quelconque)

V(Dgr =1z — V()20

—>
V(D12
_ —>
Il'y a roulement sans glisserment si V(g = 0

Exemple : une roue (1) de rayon R roule sans glisser sur le sol (0). Quelle est la relation entre
la vitesse d’avance et la vitesse de rotation de la roue ?

y a

Y

<!

R

O, I

Réponse : on met en place un repere par sous ensemble cinématique, puis le paramétrage
permettant de passer d’un repére a un autre.
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R, (Oo; X0, y_o’, kT;) fixe, R}, (C; Xo, %, E) lié al axede la roue, R, (C; X1, yT, E) lié a la roue
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Avec M) algébrique et dessiné positif, ¢(t) algébrique représenté positif compris entre 0 et g
Les points I : I est le point géométrique de contact entre la roue et le sol, I;est le point de la
roue (1) en I a ’instant t, Iyest le point de la route en I a I’instant t. Les points I, I, I,
coincident a I’instant t

A Tinstant t+dt, I est toujours le point de contact entre la roue et le sol, I;s’est déplacé sur la

roue et [yn’a pas bougé.
La vitesse de glissement est v, /o

Vi /0 = Veerjo + I1C./\~Q1/0 = Axy + Rox,
La relation de roulement sans glissementest : A+ Rp = 0

Mouvement plan sur plan

Un solide S est animé d’un mouvement plan sur plan si un plan P1 li¢ a S glisse sur un plan
fixe P. A tout instant, P et P1 restent donc paralléles.

On appelle CIR (centre instantané de rotation) le point géométrique | appartenant a S qui, a
I’instant t, posséde une vitesse nulle par rapport a Ro :
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V(D)so| = O

Suite de 'exemple précédent : une roue (1) de rayon R roule en glissant sur le sol (0) : 24 +
Ry =0
Ou se trouve le CIR de ce mouvement plan sur plan ?

Solution :

on appelle K le CIR. On pose 0,K = aXg + by,

Vke1/0 = Vce1/o +ﬁ/\m = A+ (A —a)xg + (R — b)%)/\(,bk_(;;
Uero = (A+ R —b)@)g — (A— a)gyg =0

R o« —> « — =
Uke1/0 = (E —b)pxs— (A —a)py, =0

Donc a=h et b=§

Exercice d’entrainement :

Meule a huile
1 3} (= (1) est fixe, (3) est en liaison pivot avec
) ‘ (1), (2) est en liaison pivot avec (3),
1 (2) est en liaison linéaire rectiligne
avec (1). Ecrire la relation de
roulement sans glissement en | de la

BN )Tl >
kT [ A meule sur la pierre.
=l 1Y

Réponse : . '
LG, +RH,,=0 L=ABetR rayon
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