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Livre 3
Chapitre VI : comportement élastique linéaire

Relations contraintes déformations

Le champ de contraintes et le champ des déformations sont liés. Recherchons ce lien.

| : loi de Hooke

Soit une éprouvette homogene et isotrope.
Z

\

Lo

A

ao

bo

Dimensions initiales : Lo, ao, bo
On lui applique un effort F suivant X . Les dimensions finales sont L, a, b

Dans la partie centrale de 1’éprouvette (loin des points d’application des forces)

s’établit un champ uniaxial de contraintes.

Cmxy Cwmyy Cwm,2)

oy 0 0] X .
[G(M)]= 0 0 0 Y : VM e(r);oy =§
0 0 0| Z

On mesure les dilatations linéaires :
o L-L, F oy
* L, ES E
a-a, -v.F -vo
& = ¢ = = X; etlesy; sontnuls
a, E.S E
—V.O
&, = 2
E
Les directions principales des contraintes correspondent aux directions

principales des déformations.




Projet de RDM S3/S6M
Erwan Contal

Cas général :

Les trois contraintes principales sont non nulles.
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Taux de déformation Dia oy Dia o, Dia o,
Oy —-Vv.oy -v.o,
€x E E E
—V.oy oy -v.o,
&y E E E
—V.oy -v.oy o,
&z E E E
La linéarité des relations permet de superposer les trois états d’équilibre.
S :trlO'(M)J: oy +toy +o, =0,+0,+0,
(o 1% 1
£y _?X——'(O'Y-i-O'Z) E[(1+V)O'X —vs]
oy VvV 1 1
= ?Y “E (oy +0,)= E[(1+v)0'Y —vs| =, = E[(1+ v)o, —vsld, ]
o, VvV 1
€Z:EZ—E'(O'Y +O'X) E[(1+V)O'Z —V.S]
1 0 0
avec[ld]=|0 1 0
0 0 1

demémedansunrepérequelconque(M, X, Y, 7)

& = é [(1+ V).O'ij -v.s.ld;

d'oules6relations
¢ - %[(m).ax _vs)

&, = é[(l+ V).Gy - V.S]

g, = é[(1+ v)o, —v.s]

_1+v
2% _?'Txy

_1tv
¥ x E xz

_1+v
Vay = E Ty

Tracedelamatricedesdeformatians(élongatior) :e = tr[g(M)]: Ex t& te, =6, +&, t¢,

1-2v
E

-S
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Coefficients de Lamé :

1 E v
& :E[(lJrv).aij —v.S.Idij]:> o = (1+V)'€ij + (1+v).3'|dij
o = E &+ 2 -e.ld,
Yol+y) Y @4v)-@-2v)
2.u A
U= E__ G (moduledecoulombou decisaillement)
(1+v)

v.E
(@+v)-(1-2v)
uetAsontlescoefficients de Lameé;ilscaractérisentle matériauxcomme E etv

3A+2u

A+ u
oA
2-(A+u)
remarques:
u=G=>0
v <05

i:

E=u

Exemple I : une piece (1) en alliage d’aluminium 7075 est placée entre deux supports
indéformables, reliés entre eux par quatre boulons identiques en acier (diametre D, longueur
travaillant h, pas de la vis p). Le montage est supposeé parfaitement symétrique.

Au contact, on serre les quatre écrous de 0.05 tour.
On donne : Eacier = 2.10"5 MPa, vacier = 0.3, Ealu = 7,2.10"4 MPa, valu = 0.3
Piece 1 : section carrée de c6te a, hauteur h.
AN:h=1cm,a=1cm, D=8 mm,p=125mm.

1 : déterminer les dimensions finales de la piece (1). Application numérique. Donner la
matrice des contraintes et des déformations au sein de la piéce (1).

2 : on effectue la méme expérience mais en empéchant toute déformation de (1) suivant la
direction X. Déterminer la relation entre la pression de contact p sur les surfaces supérieure et
inférieure et la pression de contact latérale q. Calculer p et g.

3 : on effectue la méme expérience mais en empéchant toute déformation de (1) suivant les
directions X et Z. Déterminer la relation entre la pression de contact p sur les surfaces
supérieure et inférieure et la pression de contact latérale g. Calculer p et q.
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1)

Solution | :

1 : le probléme est hyperstatique (CF solution exemple boulon-entretoise déja traité)
Ontrouve dl; = —0.053 mm, dl, = 0.009 mm, F = 38203 N

La piéce travaille en traction donc :

0 0 O
[G(M)] =[0 oy 0]1 Oy = —p= ;—f = —382 MPa
0 0 O
ey 0 O
[S(M)] =10 & 0], & = ? = —0.00531, ey = €, = —v.&y = 0.002
[0 0 & !
2 : on bloque la déformation suivant X, donc £ = 0 et une contrainte suivant X apparait.
—q 0 O
loan] =[O0 -p 0],
L0 0 O
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0 0 0
lean] = [0 €y 0]’€x=§(—q+vm=0 doncq =vp
0 0 g
aly Ph

e ="r=p (=D 0L =707 -1

-F
O'Y = _p = ;, F:P51

F al
Hooke : — = E, —=
Sz h—pas.n

Geéométrie : dl, = dl; + pas.n
D’ol p=414 MPa, q=124 MPa, F=41363 N,
ey = 7 (—p +vq) = —0.00523, &, = = (p + q) = 0.002

3 : on bloque la déformation suivant X et Z, donc ey = &, = 0 et une contrainte suivant x et Z
apparaissent.

—-q 0 0
loan] ={0 —p O ]

| 0 0 —q

0 0 O ) .
lean] = 8 80y 8,Eng(—q+vp+vCI)=0doncq:EP
ol = ﬂ(z—vz ~1), F=Ps

1 E1 1—'\/ ! 1
Hooke : — = E, —22
Sz h—pas.n

Géométrie : dl, = dl; + pas.n
D’ou p=489 MPa, q=209 MPa, F=48871 N,
ey = 7 (—p + 2vq) = —0.00504

Exemple Il : On comprime du caoutchouc dans un récipient cylindrique d’axe de révolution
(0, Z), par I’intermédiaire d’un piston sur lequel on applique un effort F. Soit q la pression sur
les parois latérales du cylindre et p celle sur le piston et le fond. Un talcage du cylindre de
caoutchouc permet de négliger les frottements caoutchouc-cylindre.

1 : Ecrire la matrice des contraintes au sein du caoutchouc.
En déduire la matrice des déformations du caoutchouc

2 : Donner la relation entre p et g si la déformation du cylindre en acier est nulle. Calculer la
variation de volume du caoutchouc. Faire 1’application numérique. Conclure.

3 : Donner la relation entre p et g si le cylindre en acier est une enveloppe mince déformable
(on négligera la déformation du fond)

AN
Vesoucone = 0-5 Vager = 0.3,Er = 210.10°MPa, E
rayon intérieur du cylindre = 8 cm, épaisseur = 2mm.

=0.1.10°MPa

acier acier caoutchouc
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Solution Il :
1:
—q O 0
founl =| 0 —a o] |
| 0 0 —-p 0257
ey 0 0 ) )
lean] =0 & O ] ex =gy =7(-q+vp+vq); ez = (-p + 2vq)
[0 0 &

2 . SX = gy = O

doncq = ;’Tvp ; AN : g=p, le caoutchouc se comporte comme un fluide : la pression est la
méme en tout point.

Variation relative de volume : AVV =&y + &y + &5 = tr]eqy)]

AV . .
AN : = 0, le caoutchouc est incompressible
3: ¢ase complique ! Voici I’idée :
On a vu que la paroi travaille en traction : le périmétre va donc augmenter et 1’épaisseur va
diminuer (Poisson). On égalise ensuite le déplacement radial de la paroi avec celui du
caoutchouc, et on obtient une relation entre p et q...
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Chapitre VII : dimensionnement d’un arbre
| : énergie potentielle élastique
C’est I’énergie emmagasinée lors de la déformation.

On isole un pave élémentaire dX, dY , dZ.

A
—

Z

—
Y

Probléme : évaluer le travail des efforts extérieurs
1 effortélémentaire dF =E-d8
par définition: dW == - dF - oX S X
2 déplacemert élémentaile 0X = — - dX

dWx:%-aX LAY -dZ &, -dX:%-ax &y AV

dWyzé-aY gy -dV

sz=%-aZ~gz-dV

travailtotal : dW :%(ox &y +0Oy & +0, -&,)-dV

d

%:%'tr{[‘jw)]'[g(w]}
dansunrepérenon principal:
aw 1

W_E( x Ex TOy & +0,& —2(}/Xy Ty Ve Ty +7/zy'sz))
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Il : contraintes admissibles — contraintes équivalentes

Les contraintes et les déformations doivent étre acceptables pour le matériau (inférieures a un seuil).

I11: contraintes admissibles : o, .(critére élastique) ou Rp (critere a la rupture)

et R

etraction p

Exemple : barre travaillant en traction simple. Pour un matériau, on définit o

Essai de traction du matériau
A

—

v

Le coefficient de sécurité est la pour tenir compte de facteurs divers :
La non homogeénéité du matériau (petits défauts moléculaires), les différences statistiques sur
les caractéristiques du matériau, ses altérations, les phénomeénes de fatigue (le fil de fer que
I’on plie plusieurs fois et qui finit par casser !)

Un autre coefficient entre en jeu : le coefficient de concentration de contraintes kc :
Un arbre usiné (rainure de clavette, rainure de circlips, augmentation de diamétre...) sera
moins résistant qu’un arbre de diametre inférieur non usiné (a matériau identique).

Les deux coefficients (sécurité et de concentration de contrainte) se multiplient et divisent la
contrainte limite (élastique ou de rupture).

o <o o Jetation _ contrainte limiteelastiqueentraction
* k, -k, coefficient sécuritéélastiqueentraction coefficient concentrationde contrainte
Ou
<R Ot contrainte limiteruptureentraction
o} = = o - — . .
P kg -k, coefficient sécuritéruptureentraction coefficient concentrationde contrainte

Abaques des coefficients de contraintes dans un arbre : retrouvez les sur « Meca Tools »
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COEFFICIENTS DE CONCENTRATION DE
CONTRAINTES DANS UN ARBRE.

Si la piece présente des discontinuités de forme (entailles, épaulements, rainures, trous,
mauvais état de surfaces, défauts métallurgiques, ...), autour de ces zones les contraintes
réelles sont beaucoup plus importantes que les contraintes nominales obtenues a partir des
calculs de la RdM. Ce phénoméne local est appelé phénoméne de concentration des

contraintes.
Arbre Tr'action
4
6___16 =B
é»-— 1?% S e
Section nette o
Figure 12.8 - Arbre entaillé par une gorge. Représentation des contraintes réelles
ko 5
26 r
A\
22 \\ AV d] pE
- N
1.8 Q‘:\\ S
\ — Mf 1.5 =
> e \-\.“N; Did = 1,1 Omax = Kudy
e s N i s D/d = 1,05 £ 2
1.0 e i U s S=—TL
0 0.1 02 03 /d
Kook
3.0 r
’ Mt % Mt
261 D i
\ | — D=2 d
22\ A, —Drd = 1,33
\ // [ — 012 :
1.8 \\\ — / /— O/d = 0,9 o
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9 \\k COE
— e Mt
1,0 ' = o= T)
7 0,1 0,2 03 r/d v
Kir 4 :
2,6 : g
: \\ | — D/d = 3 Mf D Mf
22 \\ ) | —Did =15 ( d 6)
134 \x & e D/d = 1,7 -
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! Ek\\ //\/ | — D/d = 1,02 o Ko
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1,4 [ —— <\ / =
: —— M
' i 0~ /1y
105 0.1 0,2 0.3 r/d @
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FLEXION TORSION
r Keo .
= 6 :
r
AN i o [ ; ek
A // N : _—D/d=1,1 ! .
N L — Did=1,05 - .
M////A/ \\“\\l Oid = 1,02 e
max = (1]
/ \
- =S ——
0,1 0.2 03 r/d~
PNt
l/
//./[
0,1 0.2 0.3 /D
// 28 /// Tmax =K o
// / : Mt =D°dD?
o B e
1//._/ &9 T, 0.2 0.3 d/D % ] V%
: 3 ] X Omax = Kit0p Ko
/// NMI “Mm 26 —-n\/ T "
Did = 1,02 Mf W¢ D QH
Yl ? or =T 22
0,1 0,2 0,3 r/d @ , /
A 1.8 /
e \|qu.m Tmax =K o
: ¢ 2 0/d = 1,05
Figure 12.10 — Valeur de K,, en flexion pure pour différents types d'entailles - I —————— A = %
150, 0.1 02 0,3 r/d v

Figure 12.9 - Valeur de Ky en torsion pure pour différents types d vn:S.E&.
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I 2 : contraintes équivalentes o,

On connait grace aux essais mécaniques la résistance élastique et a la rupture d’un matériau
soumis a une sollicitation simple.

Exemple : pour un acier ordinaire, la limite élastique en traction est de o =340 MPa, et
de 250 MPa en cisaillement. Si cette derniére n’est pas connue, elle est alors minorée en
divisant par 2 oo (170 MPa ici).

Mais quelle contrainte équivalente prendre en cas de sollicitations composées ?
Il faudra alors comparer cette contrainte équivalente o, a o, (pour un acier ordinaire,
340/ke/kc).
o, peut étre définie selon plusieurs criteres :
A : pour les matériaux fragiles (fontes)
a : critere de Rankine (contrainte principale maximale)
O = SquGx ho|.|o; |)
b : critére de Saint Venant (déformation principale maximale)
Oeq = E.sup(‘gx e e D
B : pour les matériaux ductils ou malléables (aciers usuels, alliages d’aluminium)
c : critere de Tresca (contrainte tangentielle maximale) (utilisation plus large que Von Mises)

O = 2.[sup(

d : critére de Beltrami ou VVon Mises (énergie de déformation maximale) (plus précis
que Tresca pour la torsion pure et le cisaillement pur)

— 2 2 2 __ 0 0 .
O =0 2+0,2+0,2-2v(oy -0, +0 -0, +0,-G,)

etraction

etraction

0, —0,

H , e qui correspond au diametre du plus grand des trois cercles de Mohr.

/2

Démarche de dimensionnement

= On commence par déterminer les efforts inconnus (transmis par les liaisons
généralement) PFS sur I’ensemble du systéme.

= On détermine ensuite le torseur de cohésion en P, un point courant de la ligne
moyenne. Souvent on distingue plusieurs cas.

= On trace les diagrammes des sollicitations simples pour déterminer la section la plus
sollicitée.

= On détermine la matrice des contraintes relative a chaque sollicitation simple dans la
section la plus sollicitée. On calcule le coefficient de concentration de contraintes, si
nécessaire.

= On détermine les contraintes principales en diagonalisant la matrice des contraintes.
= On en déduit la contrainte équivalente avec un critere adapté.
= On calcule les dimensions de la piece en fonction du matériau, ou on choisit le

matériau en fonction des dimensions pour que la contrainte soit inférieure a la
contrainte maximale admissible.

11
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Voici une vidéo vous expliquant la démarche de dimensionnement d’un arbre par le
critere de Tresca : Video Tresca

Exercice 1 : dimensionnement d’arbres (flexion + torsion)
Une poutre circulaire en acier de rayon R, de longueur L = 0,4 m est encastrée au point O.

Elle est soumise aux actions suivantes :

= action modélisée par le glisseur: G, = A{ F y 0 }
= action modélisee par le glisseur: G, = A{ x 0 }
= action modélisée par le couple: C= A{a Cx }
y - |
| o . —
: S : Fi
X
——>
i
] \ 4 — —
i A C X
o3 I [ -~
| —
I F2
|

Données :
Eacier = 200000 MPa, R = 500 MPa, coefficient de sécurité s = 2.
= F,;=5000N;F,=40000NetC=250N.m.

1.1. Déterminer le torseur transmis par la liaison encastrement au point O.

1.2. Déterminer les composantes des éléments de réduction du torseur des efforts de cohésion
au point P d’abscisse X, centre de la surface de coupure S.

1.3. Tracer les diagrammes des états de sollicitation.

1.4. Ecrire les matrices des contraintes pour chacune des sollicitations simples prises
séparément.

En déduire le point M le plus sollicité de la section la plus sollicitée.

Ecrire la matrice des contraintes en M.

Déterminer les contraintes principales en M.

Dimensionner I’arbre (R) a la torsion idéale.

12


https://youtu.be/hkjpWSF_z7s

Projet de RDM S3/S6M ENIb
Erwan Contal Version du 13/1/2020
Solution | :

1.1. Déterminons le torseur transmis par la liaison encastrement au point O.
On isole la poutre
Bilan des actions extérieures

- action de pesanteur : négligée / aux autres Xo Ly
- action de I'encastrement au point O: To= o{RO M(O‘ T 0)}= Yo Mo
ol%o No (% ¥, 2)

- actions au pointA: T a=G+G,+C= A{RA M(A'TA)}=A{_F1V 0}+ A{sz 0}+ A{O

M(O,T,)=M(A T ,)+OAARA=Cx+((L X)A(F,x—F, y)=Cx—LF,z

F, C
-F, 0
0 0

La poutre est en équilibre par rapport au repére galiléen Rg = (O, ; 9 E), on peut donc appliquer le PFS

) R(p/p)=Ro+R, =0
T =To+T,= = - = vi 5
(p/p)=To+T,=0 M(O,p/p)=M(O,To)+M(O'TA)=O

En projetant dans la base (x, y, 5\
\ méme point O

R(p/p)-x=X, +F, =0 -

R(p/p)y=Yo—F, =0 Xo =-F,

R(p/p)-y=2Z,+0=0 Yo=F TO=O{EO M(o,To)}=
M(O, p/p)-x=Ly,+C =0 < ZL0=0C

g(O,E/p)-§/=MO+O=O MOO_—O

M(O, p/p):z=Ny—-LF, =0 \No=|_|:1

1.2. Déterminons les composantes des éléments de réduction du torseur des efforts de

coheésion au point P d’abscisse X, centre de la surface de coupure S.
On isole le morceau de gauche (G)

‘5. /
par def.: Ten=T &D LGL o Encastrement Q
R=(P!n1 tyltz)=(P! X’ y’ Z)
repére local associé a la surface de coupure S

Bilan des actions extérieures

- action du morceau de droite D: T (D/G)=T , = P{Ficoh M(P,coh)}: Ty Mfy * N
(T2 Mfz GED
- action de pesanteur : négligée / aux autres "
-F, -C
- action de I'encastrement au point O: T o= O{RO M(O, T o)}= F 0
0 LF D

o]

M(P,T,)=M(0, T 4)+POARo =—Cx+LF, 2+ (=X X) A(=F, X+ F, y) ==C X+ LF, 2+ (=X F, 2) ==C X+ (L - X)F, z

Le morceau de gauche (G) est en équilibre par rapport au repére galiléen Rg, on peut donc appliquer le PFS

T (E/G)=Tcoh+TO =0 _R.(G/E)= Rc‘i:'- RO =0 . -
M(P,G/G)=M(P, T, )+ M(P,T ;)=0

4\,\

13
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En projetant dans la base locale (n, E t)=(X, Y, 2)
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—_— —»_ _ _ ( _
R(G/G)-x=N-F,=0 'T\"FZF ((N=40000 7 o\
< E(E/G)_¥=Ty+|:l=0 y=- 1 AN . Ty=—5000
R(G/G)-2=Tz+0=0 T2=0 _= T2=0
\ M(P.G/G)- x=Mt—C=0 Mt=c N Mi=250 en N.m
| M(P,G/G)-y=Mfy+0=0 Mfy =0 Mfy =0
M(P,G/G)-2 = Mfz+(L—X)F, =0 \Mfz=—(L=x)F, | Mfz=5000x~2000
dMf dMf
\ 2  On vérifie que S _o0-12 L=F=-Ty
dx dx
Y e >: E
: . 1
X S !
>
|
| vy - — —
i A C X F2
O _ ) - -._._. .'.E ......................... — > >
|
A
N ] : 40000
(N)
X
Ty A
(N) > X
T -5000
7 A
(N) '
A X
Mt 250
(N.m) >
4
Mfy | X
(N.m)
A
Mfz
— X (valeurs exprimées en N pour les résultantes
(N.m) et en N m pour les moments)
X
-2000 N =40000 Mt =250

La section de centre O est la plus sollicitée T = O{Rcoh 'V'(O,COh)}= Ty=-5000 Mfy=0

14

Tz=0 Mfz =-2000| - - -
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Donnons au point M le plus sollicité de la section de centre O.

= La matrice des contraintes de traction. N =400000 N
_>
A t c(M Y=o X
' >
_>
*  © N=NX
R —— e —. -ICSM
_’
.._’

En tout point M de la section de centre O et dans une base (%, —,—)

O, N 4N
o, =—

00 )
[e.(M)]=| 0 0 0 S zD’
0 00

» La matrice des contraintes de flexion. Mf =Mfz=-2000N.m

_>
C (M, X)=0wmi X

Nqus choisissons le point M parmi les deux points les plus sollicités de la section de
centre O, en effet au point M nous avons :

- Contrainte normale de flexion : o, >0

- Contrainte normale de traction: o, >0

Mf YM_%
owi 0 0 T R Tl IS
lo.(Mm)]=| 0 0 o )= "6
0 00 %,7.7) O'Mf=—3;[2||\3/|:

15




Projet de RDM S3/S6M

ENIb
Erwan Contal Version du 13/1/2020

La matrice des contraintes de cisaillement. T =Ty =-5000 N T =Ty

Ona T=Ty
T 4T
i =a ™
S #zD?
En tout point M de la section de centre O et dans une base (%.y.2) 0 7z, O
[o-ci(M)]= 7 0 0
= La matrice des contraintes de torsion. Mt =250N.m 0 0 ()_( Vo
» Y31 43
- —>
Y ACMXETwe 7T 4§
X
—_ e — = ] ﬂ
0O —»
Mt=Mt x
D
1 r., =—
! T _ Mt r avec v
O 0 TMto Mto — Io M |O:”D4
[c.(M)]=| 0 0 o __16Mi 32
Mo —  _ 3
T vito 0 0 (z,},i) z D®

La matrice des contraintes au point M le plus sollicité de la section de centre O.

En utilisant le PRINCIPE DE SUPERPOSITION on a :

[e(M)]=[o.(M)]+[e, (M)]+]o, (M) |+[o,(M)]

o 00 0 z;, O oy 0 O 0 0 7y
[c(M)]=| 0 0 0 +lz, 0 O + 0 00 + 0 0 0
00 0f, [0 0 0f;n [0 0 0fg;n [rwe 0 0

O-t + GMf z-ci TMto O-x T 2
[bom)]=| = 0 o0 -

T vio 0 0 (

N\ N

x x

N <

o O

O O x
N
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Diagonalisation de la matrice [O'(M )]
o -A T, T,
det(o(M)]-A[1,])=| 7, -4 O|=r,|
T 0 -4

Xz

det([o(M)]-A[1,])==7,, (A7,,) + (~A)|(0, = A)(=2)~ (z,7,,)|=0

Ath + At + (o, —A)=0 o,=4=0
-0, —\/0§+4(‘r§z +z'§y)
10x =4, = 5
M2+ 40, +72, +22)=0 —o,+ ol + 42 +72)
o,=A,= 5 Y

Dimensionnons ’arbre a la torsion idéale.

Mi: : moment idéal de torsion selon le critere de Tresca : M, =+ Mf? + Mt?

_ D
T M avec "2 T _16M,
torsion idéale — Ip I _ T D4 torsion idéale . D3
° 32
-~ » Ry 1
Condition de résistan® 7, igae < Rpy =— avec R, = > R,
i _16M, <R Ry R =3 32s M, <D?
torsion idéale — D" M - S _25 T Re -

1
3
D=[328Mn] _,[325M, AN.:D=0,0434m soit R=217 mm
T Re 2 Re
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Exercice 2: détermination du coefficient de sécurité (critére de Tresca — critére de Von Mises)
Une poutre circulaire en acier de rayon R = 21,7 mm, de longueur L = 0,4 m est
encastrée au point O.

Elle est soumise aux actions suivantes :

= action modélisée par le glisseur: G, = A{— qu 0 }
= action modélisée par le glisseur: G, = A{ F2;< 0 }
= action modélisée par le couple: C= A{6 Cx j
- L
Y e >
S i
X
—N -
i Fi
; %] ¢ p
ol .. Pl -
| —
I F2
|
Donnees :

Eacier = 200000 Mpa, Re = 500 MPa
= F;=5000N;F,=40000N etC=250N.m.

En reprenant les résultats de ’exercice 1, déterminer le coefficient de sécurité de
Parbre s par application du critére de Tresca puis du critére de Von Mises. Conlure.

18
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Reprenons les résultats de I’exercice 1
La matrice des contraintes au point M le plus sollicité de la section de centre O.

r

o, = 4N2 = 27,04 MPa
zD
O +tow T Twmo Oy, Ty Ty Oui =— 32 M: = 249,21 MPa
[c(M)]=| =, 0 0 =z, 0 0 avec z
) iy _ AT 3,38 MP
Tito 0 0 (i,?, E) T,, 0 0 (x,}, E) T = 7 D2 =9, a
r fue =M _ 1558 MPa
o, =4=0 . %z D
-0, —.ol+4drZ +77
Joy=A,=—" ‘/ 2 5 ( XV)=277,17 MPa
—0, +.0; + Ml +7]
Oy =Ay=—— Jor+dles +ei) =-0,92 MPa
\ -2

Contrainte équivalente selon le critére de Tresca
0. =sup(jo, — o,|) =0y — 0o, =278,09 MPa

" - R . o R
Condition de résistane o,, <R, =— =—> Coefficient de securité s=—-=1,8
S o,

Contrainte équivalente selon le critére de Von Mises
1
0 =—(oy -,V +(o, -0, ) +&0'Z —o, ) =277,63 MPa

Conditin de résistance o,<R,=—" = Coefficient de sécurité s=—=18
S O
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Exercice 3 :

ENIb
Version du 13/1/2020

Une poutre circulaire en acier est encastrée u point O. Elle est constituée de deux
parties, l'une de diamétre D; = 60 mm et de longueur L; = 0,1 m, l'autre de diametre D, = 40
mm et de longueur L, = 0,3 m avec un rayon de raccordement r =2 mm.

Elle est soumise aux actions suivantes :

action modélisée par le glisseur: G, =

action modélisée par le glisseur: G, =

action modélisée par le couple: C=

- a |
y | i
B L1 P I—2 J
=3
v = -
C X
ol B Al
[=8
Données :
= Ecer = 200000 MPa, Re = 500 MPa.

F1=5000N; F, =40000 NetC=250 Nm.

3.1. Déterminer le torseur des efforts de cohésion.

3.2. Déterminer la section la plus sollicitée.

3.3. Déterminer le coefficient de sécurité s appliqué a cette piece (critére de Tresca).
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Déterminons le torseur des efforts de cohésion. :‘yi FZF
=M
Reprenons les résultats de I’exercice 1 avec : L=1L,+L, ;let:_O c
N Mt
T (D16)=T oy = o{Ren M(P.com)}= {1y ity I\:/Tzzio—(L—x)F =[(L+L,)-X]F
o (T2 Mfz GED) L - AN B 1

La section la plus sollicitée est la section de centre B (x, =L,)

En effet elle présente une variation brusque de section (épaulement). Il nous faut donc
tenir compte du phénomeéne de concentration des contraintes.
N =40000 Mt =250 (valeurs exprimées en N pour les résultantes
T, = B{_R'mh M(B,coh)}: Ty=-5000 Mfy=0 et en N m pour les moments)
Tz=0 Mfz =-1500 5D

B

COEFFICIENTS DE CONCENTRATION DE
CONTRAINTES DANS UN ARBRE.

Si la piéce présente des discontinuités de forme (entailles, épaulements, rainures, trous,
mauvais état de surfaces, défauts métallurgiques, ...), autour de ces zones les contraintes
réelles sont beaucoup plus importantes que les contraintes nominales obtenues a partir des
calculs de la RdM. Ce phénomeéne local est appelé phénoméne de concentration des
contraintes.

§
1
)
)
§

Flexion

B=

e

&g

|y
I lIIII

( jal

&

Kt
2,6 N r
Ktt_2!3522_\_\ <_5F?D db-»': g=%=%=1,5
1.8 \ 2 ::: _
. N~ \\&‘ Omax =KnGp L = L =£ =0,05 Ktt B 2135
e e i £ it d D, 40
L5 0.1 02 0.3 r/d ’ %5 S=T
L
% 0,05 )
Mt Mi
X \ | — o -2 ‘D ﬁ‘ E_&=@=15
2.2\ O/ = 1,33 d D 40 ’
Ktt0: 118 1.8 /_%:;: r r ’ 2 :> KﬂO: 1’8
e /- Tmex =K1 o —=—=220,05
: Wod g d D,
“ — 2 @
: B
i e Ty (000
K= 185 E\ e | d D, 40 —> K,=185
tf— 4, 1,8] \ ///,— D/d = 1,05 r r 2
| — o= 1,02 Febriti —=—=—=0,05
1.4 \§ > d D2 40
> —— M
5 o1 02 03 %=(Td
{ /d
0,05
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La matrice des contraintes au point M le plus sollicité de la section de centre B.

4N

o, = > =31,83 MPa

7 D,

Koy +Kiour 7o KiTumo Oy Ty Tx Oy =— 32 M: = 238,73 MPa
[c(M)]= 7, 0 0 =z, 0 O avec 1 4T” 2

T, = =-3,98 MPa

KtoTMto 0 0 ()‘( v, E) Ty, 0 0 ()_( ;. E) ci Ju D22

T = 2 _ 19,89 MPa
L D2

Déterminons le coefficient de sécurité s appliqué a cette piéce (critére de Tresca).

o,=4=0
) o —O'X—\/O'§+4(t)fz+z'§y)
la diagonalisation donne § o, =4, = 5 =518,95 MPa
—0, +.,Jor + 42 + 1]
O'Zzﬂ?: X \/ X 2 (XZ Xy)=—2,5 MPa

Contrainte équivalente selon le critére de Tresca
0., =sup(jo, —o,|) = o — 0, =521,45 MPa

Condition de résistane o, <R, _R —> Coefficient de sécurité s= R _ 0,96
S

O
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Probléme de syntheése :
Le mécanisme de la page suivante représente un réducteur a axes perpendiculaires.
Objectif : vérifier le dimensionnement de I’arbre 3 par le critére de Tresca.
Données :

= Contraintes maximales admissibles pour 1’acier XC38 utilisé pour 1’arbre (3) :

R, =0, =500MPa ; Reg =250 MPa
= Coefficient de sécurité : s = 2,
= FE=cx;FQ=Dbx;QH=cyet EG=gXx

a=79mMm;b=42mm; c=34mm etg=40mm

Efforts transmis :

X, =—2350 N
- L'action du palier E modélisée par le glisseur: G, = E{Ee 6} Fe=X,X+Y,y+Z,z avec,Y, =1920N
Z, =—2165N

. . L . _ — Ly = -~ - Y, =—210N
- L'action du palier F modélisée par le glisseur: G, = F{Ff o} Fr=Y,y+Z,z avec 7, ——1905N

X, =2350 N

- L'action du pignon modélisée en H par le glisseur: G, = , {Eh 6} Fn=X,x+Y,y+Z,z avec [Yh =-1710N
Z, =4070N

-L’actionducoupleenG: ¢, = G{o c} C=Cx avec C=-138N.m

1. Déterminer les composantes des éléments de réduction du torseur des efforts de
cohésion au point P d’abscisse x dans le repére (F,X,y,z), centre de la surface de

coupure S.Ona FP =X X.

2. Tracer les diagrammes des états de sollicitation.
En déduire la section la plus sollicitée.

3. Les outils utilisés pour ['usinage de [’axe 3 ont un rayon de 3 mm en tournage et 1,6 mm
en fraisage. Rainure de clavette : h = 3mm.
En tenant compte des concentrations de contraintes, calculer dans la section la plus
sollicitee:

= Lamatrice des contraintes de traction.

= Lamatrice des contraintes de cisaillement.

= La matrice des contraintes de torsion.

= |a matrice des contraintes de flexion.

4. Vérifier si ’axe 3 est bien dimensionné suivant le critére de Tresca.
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# 16h?

E./ ! N° 6003
e 7 pieds de centrage mis_en,
S — /N\ Y ¥ W\ \ place avont alésage
- (o #17, mé |
N 6302 o (X i W/
N° 6001 ~ [ELE W g4 HTHY
— — ’/ // & _ \
\ . @ %
/]
= ; /A/ _ N “
ﬁ% P = IS - I ///// { /// g /_ “
wa ﬁ A b A Y N -Q | N //
&— — <= H’ - —— - ——f =T /; 4 / \
= / // N %
i | | = / L/
_h vis CHe M4.10 4 — ™ 816[H7 po ]I,
2\ S X % /// o m \\
7|
cales de réglage du jeu J, _ \V\ /
du couple  conigue t ._..._.. \ .._... .m .._.._u
...... 11ANN ANTNNAR m@/
................... J#10ms|, I 6000

oo
L
e
o
”
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Probléme de synthése : correction
1. Déterminer les composantes des éléments de réduction du torseur des efforts de

cohésion au point P d’abscisse x dans le repére (F,i,?,é), centre de la surface de
coupure S. On a FP = x x. ON DISTIGUE 3 CAS

1*" cas P situéentreFet Q(0< x<b)

Palier F

G . .
On isole le morceau de gauche (G)
par déf.: T.,=T(D/G)
R=(P,n t,t)=(P, X ¥ 2)
repére local associé a la surface de coupure S

~

Bilan des actions extérieures

- action du morceau de droite D : . . N Mt
T(D/G)=T, = P{Rwh M(P,coh)}: Ty Mfy
- action de pesanteur : négligée / aux autres - (T2 Mfz GED
- action du palier F: - = — - - Y, =-210N
. . G = Fi_Ff QO} Fi=Y,y+Z,z avec B
M(P,G.)=M(F,G.)+PF AF =0+ ((=x X)A(Y, y+Z,2)=(xZ, ) §+TRYOPN

Le morceau de gauche (G) est en équilibre par rapport au repére galiléen R, on peut donc appliquer le PFS

T (G/G)=T 4, +G; =0 R(G/G)=Ren +F,; =0
M(P,G/G)=M(P,T )+ M(P,G,)=0

4&\

méme point P

En projetant dans la base locale (n, t,, t,)=(x, y, 2)

[ (== = -
R(G/G)-x=N+0=0 N =0 N
R(G Iy Ty=-Y
R(G/G)-y=Ty+Y;=0 f _
o f Ti=-z, AN, | =20 } en N
R(G/G)-z=Tz+Z,=0 < Mt <0 2 Tz =1905
< Mfy=-xZ Mt=0
f Mfy = 1905x en N.m
Mfz = xY,
M(P.G X ~ Mfz =-210x
M(P,G/G)-x=Mt+0=0 N

‘O M(P,G/G)-y=Mfy+xZ, =0
M(P,G/G)-z=Mfz—xY, =0

On Vérifie que dey=_Zf T dMfz Y. =Ty
dx dx
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2°™ cas P situé entre Q et E (b < x < a)

X S Pignon

Palier F 7 b

D/G

On isole le morceau de gauche (G)
par déf.: Ton=T(D/G)

. || R=(P,nt,t)=(P, x,Y,2)
repére local associé a la surface de coupure S
I

~
\\\ ///
~ -~ - -
Bilan des actions extérieures
- action du morceau de droite D : . . N Mt
e T (D/G):Tooth{Rcoh M(P,coh)}: Ty Mfy
- action de pesanteur : négligée / aux autres -T2 Mfz G
Bilan - action du palier F: - - = - - {Yf=—210N
G. = _3{F 0 Ft=Y,y+Z.z avec
du F F{ f } ! f Z,=-1905N
ler cas . _ . - - . - .
M(P,G.)=M(F,G.)+PF AF+=0+((-X X)A(Y; Y+ Z;2)=(XZ;)y+(-XY;)z
\_ - - X, =2350 N
- acti [ © Gu=u1Fn O - - - - "
action du pignon H “{ " } Frn=X,X+Y,y+Z,z aveciY,=-1710N
Z,=4070N
M(P,G,)=M(H,G,)+PH AFn=0+[(b—x) Xx+C YA (X, X+Y, y+Z,2)=(cZ,)x—(b—x) Z, y+[(b—x)Y,—c X, ]z
Le morceau de gauche (G) est en équilibre par rapport au repére galiléen R, on peut donc appliquer le PFS
B R(G/G)=Rwn+F, +F, =0 . )
T(G/G)=T,, +G.+G, =0 M (P G/G):M(P,Twh3+M(P,GF)+M(P,GH)=o
En projetant dans la base locale (n, t,, t,)=(x, v, ) méme point P
[ -
R(G/G)-x=N+0+X,=0 N ==X, (" N =-2350
R(G/G)-y=Ty+Y,+Y,=0 Ty=-Y,-Y, Ty =1920 enN
R(G/G)-z=Tz+Z,+Z,=0 Tz=-2,-2, A.N.: J Tz =-2165
< . . < Mt=-cZ, Mt = —138
M(P,G/G)-y=Mfy+xZ; —-(b-x)Z,=0 \Mfz:—fo—(b—x)Yh+cxh (_ Mfz=-1920x+151,72
M(P,G/G)-z=Mfz=XY, +(b=x)Y, —c X,=0
o
dMfy
On vérifie que ax ==Z;-2,=Tz
dez=Yf +Y, =Ty
dx

26
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3™ cas Psituéentre EetG (a<x<a+g)

X Pignon_ S palier E

— -

Palier F D/G

n isole le morceau de gauche (G)
pardéf.. T =T (D/G)

R=(P,n,t, t,)=(P, X, ¥, 2)

Bilan des actions extérieures

N Mt
(- action du morceau de droite D: 1 (P/G)=T o = P{R“’“ M(P'COh)}= Ty Mfy

. o\Tz Mfz) . -
Bilan _ . byt
du - action de pesanteur : négligée / aux autres  __ - . Y, =—210N
2eme - action du palier F: G, {Ff 6} Fr=Yoy+z,z avwec . =—1905N
cas M(P Gy)= M(F Ge )+PF/\ET—O+((—X X) A (Y y+Z z) ( Z )y+( xY )z
X,=2350 N
- - Fr=X,x+Y,y+Z,z avecqY,=-1710N
- action du pignon: Gun =4 {Fh O} Z, =4070N
M(P,G,))=M(H,G,)+PH AFn=0+[(b=X) X+C YA (X, X+Y, y+Z,2)=(c Z,) x—(b—x) Z, y+[(b - x)Y, ¢ X, ]z
- action du palier E : {_, ﬂ} X, =-2350 N
Ce=elF: 0 Fe=X,X+4Y,y+Z,z avec{Y,=1920N
Z, =-2165N

H(P,GE)=M(E,GE)+EAEe =6+(a—x) ;/\(Xe;+Ye;/+ Z, 2):—(a—x) Z, y+(a—x)Y62
Le morceau de gauche (G) est en équilibre par rapport au repére galiléen R, on peut donc appliquer le PFS
R(G/G) Rcoh+F +F +F —0

T (GIG)=T,_ +G.+G, +G, =0 | M(P&IG)=M(PT o )+M(P,G.)+M( ’wm =

emepoth
En projetant dans la base locale (n, ty, t)=(x, Y, 2)
( E@/G)-Z(=N+O+Xh+xe=0 (N=-X,-X, (N=0
R(G/G)-y=Ty+Y, +Y, +Y, =0 Ty=-Y;-Y, =Y, Ty=0
| - =-7.-7, - A.N.:
R(G/G)-z=Tz+Z,+Z,+Z,=0 < Te==2,-2,-2, E— b Tz=0
peer = - Mt=-cZ, Mt =138 N.m
M(P,G/G)-x=Mt+0+cZ, =0 Mfy=—xZ;+(b-x)Z,+(a-x)Z, Mfy = 0
M(P,G/G)-y=Mfy+xZ, —(b—x)Z,—(a—X)Z, =0  Mfz==XY, ~(b=x)Y, +¢ X,~(a-x)Y,  Mfz=0
M(P,G/G)-z= Mfz=xY, +(b=x)Y, —c X, +(@a=Xx)Y, =0

= On vérifie que dmfy =-7,-2 dMfz

=Y +Y, +Y, =-Ty
X

hn—Z, =Tz

= Aupoint G on vérifieque T on =Co = G{O C} C=Cx avec C=-138N.m
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2. Tracer les diagrammes des états de sollicitation.

Quelle est la section la plus sollicitée?
— A

y
|av _.'//r‘__
e R Y — - >
EBH b =
| T i T 7 x
7 7T // ,"”/_,.v__
—C/}’ \ R s - ,/ /
/ e
A
N I‘L '0’3 49 lo—} “9-'0”
. — > x (m
™ —
v 4 ’ = 7
™ A%
2o > _
Tz A
%gr._m,?
‘ — &> x (m)
- 2165 | i
Mt A
(N.rm)
= —> x (m)
Mf}’ A
®m) | - 7@\
| — > x (m)
Mfz
A
(N.m)
M
> x  (m)
-9
La section de centre Q est la plus sollicitée
N =-2350 Mt=-138
T o =Q{Rmh M(Q,coh)}: Ty=1920 Mfy=80
o T2=-2165 Mfz=71]. .

(valeurs exprimées en N pour les résultantes et en N m pour les moments)
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3. Calculer le coefficient de concentration de contrainte a la torsion en ce point.
(rainure de clavette : h=3 mmet ry = 1,6 mm)

TORSION

T8 053 = k=2

h 3

Donner au point M le plus sollicité de la section de centre Q (point M a préciser).

* La matrice des contraintes de compression. N =-2350 N

En tout point M de la section de centre Q et dans une base (X, —,—)

o 00 N 4N
[c.(M)]=[ 0 0 0 TS T D
0O 0O (1)
{N=—2350N
AN.: = o, =-117 MPa
D=16 mm 29
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= La matrice des contraintes de flexion. (effectuer éventuellement un changement de base)

Mfy =280 N.
{ y M s Mf = \/Mfy? + Mf2? =106,96N.m

Mfz=71 N.m

Onchoisit z: tel que Mf = Mf;3
tan6?=|\/|—fz=E = 0=416°
_»Mfy 80
AT CMX=omXx + —
M Y3 M: Y3
| B —
Mf =Mfz z3

X

Nous choisissons le point M parmi les deux points les plus sollicités de la section de
centre Q, en effet au point M nous avons :
- Contrainte normale de flexion : o, <0

- Contrainte normale de compression : o, <0

oy 0 O i yM=2
[O' (M)]= 0 0 0 Ome =— = Yu avec _}2 4
f 1(Q,z,) z D
0 00 - Q="
(% v.2)
Mf =106,96 N.
o __32Mf A.N.:{ M - &, =-266MPa
Mf = 7 D° D=16 mm
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= La matrice des contraintes de cisaillement.

=T =Ty* +Tz* =289372N

Ty=1920 N
Tz =-2165N

1920
2165

Ona ?=T§é

Comme tan@ = ‘g = 0=416°
Z

. : o
En tout point M de la section de centre Q et dans une base (%, v3.2)

0 7, O
lo(M)]=|z. 0 o S L

T =289372N
A.N.: {

= 1, =14,4 MPa
D=16 mm
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= La matrice des contraintes de torsion. Mt=-138 N.m

_>
Twmto Z3 * y3
M.
>
—
Mt= Mt X ”
e T
Q
0 0 Tmito Mt rM=2
[O'to(M)]= 0O 0 O rMm:KthrM avec | ED“
Q=
Twito 0 0 (Xy:g) 32

En effet, il faut tenir compte du phénomene de concentration de contrainte induit par
la rainure pour la clavette.

16 Mt Ky =2
Tao = Kio 3 .
7 D AN.:{Mt=-138N.m = 7, =-3432 MPa
D=16 mm

= La matrice des contraintes au point M le plus sollicité de la section de centre Q.

En utilisant le PRINCIPE DE SUPERPOSITION on a :

[c(M)]=[o. (M)]+]o, (M)]+|o, (M) |+ [, (M)]

c. 00 7, O oy 0 O 0 0 7y,
[e(M)]=[ 0 0 0 +lz; 0 O + 0 00 + 0 0 0
0 0O (%,=1-) 0 0 O (2732—3) 0 0 0 (Xy—3z—3) T Mto 0 0 (iy—gﬂ
O.+0ui Ts Twmo Oy Ty Ty o, =—277,7 MPa
[c(M)]=| =, 0 0 =z, 0 0 avec {7, =14,4 MPa
(I 0 0 (7( v Z—) Tz 0 0 ()2 v ?) Ty = -343,2 MPa
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4. Vérifions si ’axe 3 est bien dimensionné suivant le critére de Tresca.

. L ) o, T, T o, =-277,7 MPa
Diagonalisation de la matrice ooy o X
[e(M)]=[z, 0 O avec 4z, = 14,4 MPa
TXZ 0 O ()4(, y— 7 TXZ = _343,2 MPa
o, -1 T T
) v T, —A o,—A 1,
det[e(M)]-al1,))=| 7, -4 O|=7," +(=A) Y1=0
0 1 Xz 0 Xy -1
T —

Xz

det([c(M)]-Al1,])==7,, (A7) + (=A|(o = A)(= 1)~ (z,,7,,)]=0

Atl + A7, + (o, —A)=0 o, =4,=0
o 2 2 2
oy =ty =2 VoI A7) 094 wipa
M2+ 20, +72% +72)=0 p)
-0, +\/0'§ +4(z')fZ +z‘§y)
o, =4, = = =-231,7 MPa
o, 0 O
[c(M)]=| 0 o, O
0 0 o, (%.7.%)

Contrainte équivalente selon le critere de Tresca
o, =sup(|o, —o,|) = oy —0, =509,4—(~2317)=7411 MPa

Rpe=&=@=250 MPa
S 2

Comme o, >R, I'arbren’est pashiendimensionné selonlecriteredeTresca
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Formulaire RDM

Loi de Hooke: o =E - ¢; a=E; =A—L
S L
Loi de Poisson : Aa =—v-¢
a
Torseur de cohésion
N Mt N effort normal ; T = |/T,2+T,2 : effort tangentiel
{Tcohe’sionllz }K Tl Mfl
T, Mf) aeg, Mtmoment de torsion ; Mf = /Mf 2+ Mf,2 : moment
de flexion
Formule de Bresse : y"=M o PR jyz -dS ; moment quadratique de la section par rapporta G 5
le; XE Mer
Contraintes
Cmx) Cmy)y Cwmy

o, Ty T, X
La matrice des contraintes est symétrique [O-(M) ]: Ty o, Ty, y

Ty Ty o, |
Vecteur contrainte Cu.n) =[G(M) ]oﬁ

Cmx) Cmy) Cwmz
Oy 0 0 | X

Il existe un repére R'(M,)Z,V,Z)tel que [G(M)]: 0 o, 01y

0 0 o, | £

oy ,0y 0, sont les contraintes principales (valeurs propres)

X,Y,Z sont les directions principales (vecteurs propres)
Tout vecteur contrainte en M suivant une des directions principales est porté par cette

direction principale : la contrainte est purement normale : C(M X) =0y X
(M X, 9,2 ) repereglobal, (M , X ,Y,Z)repere principal, (M : nl,tl, Z)et(M : nz,t:, Z)repéreslocaux
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Contraintes liées aux sollicitations simples :

Contrainte de traction : & = %;(F > Otraction, F < 0compressian)

Contrainte de cisaillement : 7 = % lesignedépendduchoixdurepere

~MIZY ontrainte de torsion Toorsion = w

0z 0o

Contrainte de flexion : o, =

Déformations
Matrice des déformations

S Ty Yk
[g(M)]: Yo €y 7y |: € dilatationlinéiquesuivantX;y, demivar iationangulaire
j/xz 7zy 82

Les y de la matrice des déformations sont les demi variations angulaires des angles du repére.

Lois de comportements
S :tr[O'(M)J: oy to,+0, =0,+0,+0,

& = é[(1+ v).aij —v.s.ld;

e:tr[g(,v,)]:gx te te =68, T8
E v.E

= e eld.
T aey) T ) —2n) T
2.u A

Critéres de dimensionnement

Critere de Tresca (utilisation plus large que Von Mises) 1o, = 2.{supﬂ%

)

Critére de Von Mises (plus précis que Tresca pour la torsion pure et le cisaillement pur)

comparer a o

etraction

(limite élastique du matériau a la traction)

/12 & N
Oy =loy2+oy2+0,2-2v 0y -0, +0, -0, +0, -0y [ acomparera o

etraction (Ilmlte
élastique du matériau a la traction)

. L Mt,.r . .
Contrainte de torsion idéale : 7, o, igeate = I—' ;Mt, = \/Mf 2+ Mt2 (flexion et torsion

0

uniguement)
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