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Livre 1
Projet de Résistance Des Matériaux

Sujet du projet: il est souvent trés difficile de déterminer les efforts qui s’appliquent sur une
structure (modélisation complexe, efforts dynamiques...).

Une méthode expérimentale trés utilisée consiste a coller des rosettes de jauges de
déformations (appelées a tort « jauges de contraintes ») a la surface d’une piéce afin de
déterminer la charge qui s’y applique réellement puis de vérifier le dimensionnement.

L’étude qui vous est proposée consiste, a partir de données fournies par des rosettes, a
déterminer le coefficient de sécurité d’un arbre de géométrie connue, soumis a des efforts
inconnus, selon le critere de Tresca.

Piece étudiée : arbre en alliage d’aluminium 7075 monté sur deux roulements (rotule
en A, linéaire annulaire en B), bloqué en rotation en O (non encastré), sur lequel un effort est
applique en I (ponctuelle : résultante a 3 composantes inconnues). 3 rosettes de 3 jauges de
déformations a 45° sont collées a la périphérie de la piece, jauge ien P; (i=1, 2, 3)
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Des éprouvettes du méme alliage que I’arbre sont disponibles pour des essais de
traction (bancs Deltalab en B021).

Dimensions en mm de 1’arbre (rayons de raccordement entre les différents diametres : 3 mm)

groupe 1 2 3 4 5 6 7 8 9

OJ 10 15 20 10 15 20 10 15 20
0J23 55 60 65 65 55 60 60 55 65
OA 40 35 30 40 35 30 40 30 35
OB 95 90 100 100 95 90 90 95 100
OH 125 120 130 120 130 125 125 120 130
HI 40 45 35 35 40 45 40 35 45
R1 15 14 16 16 15 14 14 15 16
R2 20 25 25 20 20 25 20 25 25
Rs3 22 27 27 22 22 27 22 27 27

L,=0A—5,L,=AB+10,L; =2,L, = (BH—7) % 2
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Collage des rosettes :

Les jauges composant une rosette sont collées en P; suivant 3 directions : aj, B: ¢, (45° entre 2
jauges)

rosette 0; a, c,
1 0° X —Z
2 0° X —Z
3 90° X y
Résultats des rosettes (en 107°)
groupe 1 2 3 4 5 6 7 8 9
€41 0 0 0 0 0 0 0 0 0
€p1 -221.7 | -306.8 | -159.9 | -159.9 | -221.7 | -306.8 | -272.7 | -194.0 | -205.5
€01 0 0 0 0 0 0 0 0 0

€42 45.5 39.0 36.9 53.3 55.8 44.1 64.8 28.4 39.5

€p2 -64.9 -32.1 -22.6 | -55.4 | -604 | -29.7 | -545 | -26.2 -33.2

€c2 -136 | -11.7 | -11.1 | -16.0 | -16.7 | -13.2 | -194 -8.5 -11.8

e, | 104 | 67 67 | 104 | 104 | 67 | 104 | 67 6.7

€p3 -714.8 | -41.1 -326 | -67.1 | -752 | -41.4 | -723 | -325 -42.7

€3 -3.1 -2.0 -2.0 -3.1 -3.1 -2.0 -3.1 -2.0 -2.0

Déroulement du projet : vous étes en équipe de 3 ou 4 (groupes aléatoires). Chaque groupe est
constitué¢ d’un rapporteur et d’un planificateur (ces postes changent toutes les semaines, planning
prédéfini fourni en début de semestre).

Réle du planificateur : mise en place d’un planning numérique des taches sur les 7 (ou 14) semaines
du projet. Il met a jour ce planning (tdches effectuées, en cours et a faire) toutes les semaines et il le
présente. Il rend un document final récapitulant la progression du projet avec le temps passé par tache.
Role du rapporteur : il s’approprie le travail du groupe; il I’explique ensuite pendant 5 & 10 minutes -a
I’aide de documents clairs et concis- a I’enseignant. Il restitue ensuite au groupe les remarques.

Réle de chaque membre du groupe : il tient a jour un portfolio numérique (outil non imposé) dans
lequel il répertorie les taches qu’il a effectuées & chaque séance, chronologiquement (seul ou en
groupe), pendant et en dehors des cours avec le temps consacré, les problémes rencontrés, les solutions
apportées. Le temps total hors séance doit apparaitre. L’étudiant doit faire apparaitre qu’il a participé a
chaque compétence visée du projet (pas d’étudiant mono tache !). Les brouillons, ordonnés
chronologiquement, feront foi (a présenter dans un classeur).

Temps a allouer au projet par personne : 21 (ou 42) heures encadrées + 10.5 (ou 21) heures

« maison » environ.

De plus, « un classeur de projet » sera tenu a jour avec les documents exposés par le rapporteur,
classeur consultable a tout moment par I’enseignant. L’évaluation prendra fortement en compte la
capacité du groupe a fournir des documents rigoureux et exploitables : professionnels.

Evaluation du projet : chaque audition d’un rapporteur + planificateur est évaluée et contribue a la
note de contrdle continu du groupe. Leurs portfolios sont examinés en méme temps et leur apporte une
note personnelle. L’évaluation finale (toute 1’équipe) compléte la note du groupe : pendant 5 minutes
le résultat des travaux est présenté et commenté, un bilan est attendu (prendre du recul), mais aucun
dossier (5 slides environ) : les conclusions étayées sont évaluées prioritairement, ainsi que le planning
restituant la démarche scientifique.
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Suggestion de progression du projet (non imposée)

Partie | :

1 : Faire I'étude en littéral en prenant les efforts de denture d’engrenages en | : X}, Yy, Z,

2 : Déterminer les efforts aux appuis en fonction de X,, Y}, Z,;

3 : Déterminer le torseur de cohésion en fonction de X;, Y}, Z,

4 . Déterminer les matrices des contraintes aux points Pi en fonction de X, Y;, Z;

Partie Il :

5 : exploiter les résultats des rosettes pour trouver les matrices des déformations aux points Pi
6 : en déduire les matrices des contraintes aux points Pi

7 > en identifiant les étapes 4 et 6, calculer les effortsen | : X;, Y;, Z;

NB : vérification : la denture du pignon est hélicoidale, angle de pression 20°, angle
d’inclinaison 30°.

Partie I11 :

8 : déterminer la section la plus sollicitée en prenant en compte les facteurs de concentration
de contraintes dues aux usinages de 1’arbre

9 : dimensionner 1’arbre par le critere de Tresca

NB : le module de Young sera obtenu expérimentalement par un essai de traction ; le
coefficient de Poisson vaut 0,3

Voici une vidéo expliquant la résolution du probléme (a voir et a revoir !) :
https://youtu.be/pin2JqcRsaM

Ressources

Livre 1

Chapitre 0 : introduction a la RDM - loi de Hooke
Chapitre | : efforts de cohésion

Chapitre 11 : étude des contraintes dans un solide

Livre 2

Chapitre 111 : sollicitations simples
Chapitre 1V : étude de la déformation
Chapitre V : extensométrie

Livre 3

Chapitre VI : comportement élastique linéaire
Chapitre VII : dimensionnement d’un arbre
Formulaire

NB : I’ordre du cours donné en ressources suit la chronologie du projet

Planification du projet suggéree :

Planifiez vos séances en découpant le cours pris dans 1’ordre chronologique.
Y ajouter en paralléle la progression du projet.
Laissez libre la derniére semaine (2 séances) pour la présentation finale et les finitions.


https://youtu.be/pin2JqcRsaM
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Chapitre O : introduction a la RDM - loi de Hooke
| : définition de la RDM
Science expérimentale servant a dimensionner et étudier la stabilité des structures. C’est la
traduction, pour des modéles simples, des résultats expérimentaux par des expressions
mathématiques entre les principaux parametres.
Il : principales hypotheses
Les matériaux seront considerés comme étant :
- homogenes : mémes propriétés mécaniques et mémes composition en tout point.
- isotropes : mémes propriétés dans toutes les directions.

11 : domaine d’application

Les poutres : solides ayant une dimension importante par rapport aux deux autres.
Les plaques et coques : solides ayant deux dimensions importantes par rapport a la troisieme.

IV : essai de traction

IV 1: élasticité

Les forces moléculaires a 1’intérieur d’un corps matériel s’opposent au changement de
forme que tentent de créer les efforts extérieurs. Un équilibre s’établit entre les efforts
intérieurs et extérieurs : le corps est en état de déformation, le travail des efforts extérieurs se
transforme en énergie de déformation, et inversement quand on supprime les efforts
extérieurs.

Elasticité (compléte ou partielle) : propriété physique d’un corps a reprendre sa forme initiale
apres suppression des sollicitations extérieures.

IV 2 : loi de Hooke
Hooke réalise des séries d’expériences (1678). Il effectue des essais de traction sur 3 poutres
de section circulaire, constituées d’un méme matériau.

A A A
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v
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Observations : la poutre s’allonge suivant le sens de I’effort, se rétrécit dans le plan
perpendiculaire a I’effort. Il mesure I’allongement de la poutre L en fonction de la longueur
L, de la section S et de I’effort P. Il trouve une loi de proportionnalité entre la force surfacique
et I’allongement relatif de la poutre. Suivant le matériau utilisé pour les éprouvettes, on
retrouve le méme comportement mais avec des allongements différents

Il en déduit la loi suivante : loi de Hooke

P oL

- = E T

Avec E : module de Young (ou module d’¢lasticité). C’est une constante pour un matériau
homogeéne et isotrope donné.

Unité : 1 Pa=1N/m?; 1 MPa =1 N/mm?

On définit

le taux de déformation : € = % Et la contrainte : 0 = g

d’ou la loi de Hooke : 0 = E. ¢

Par convention :
dL > 0: travail en traction du matériau suivant la direction de mesure de 1’allongement.
JL < 0: travail en compression du matériau suivant la direction de mesure de 1’allongement.

IV 3 : loi de Poisson
Variation d’une dimension a de la section

da = —v P
a=—.c.a
Avec v coefficient de Poisson (0 <v <0.5)
Ou loi de Poisson
da JdL
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IV 4 : essai de traction

On place une éprouvette entre les mors d’une machine de traction. Cette machine est asservie
pour exercer une vitesse de déformation constante a 1’éprouvette. On enregistre 1’évolution de
la déformation de I’éprouvette en fonction de 1’effort appliqué. (ou le taux de déformation en

fonction de la force surfacique).

D : rupture

v

OA : domaine élastique (loi de Hooke)

AB : domaine d’instabilité, de grands glissements (plus ou moins visible selon les matériaux
utilisés)

BCD : domaine plastique (déformation non réversible)

BC : domaine d’écrouissage . Le cycle OFO’entraine une déformation permanente
(allongement relatif de 1’éprouvette de OO’) et une augmentation du domaine élastique
(nouveau a,). Ce procédé est utilisé dans le laminage et le forgeage afin d’augmenter la limite
élastique du matériau.

Ry : résistance a la rupture (MPa)

R, : résistance élastique (MPa)

Remarque : la diminution de contrainte de C a D est due au mode opératoire : la vitesse de
déformation est imposée. La rupture de I’éprouvette est effective en C.
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A partir de C, il y a détérioration de 1’éprouvette : phénomene de striction. Toute la
déformation est prise par une petite partie de I’éprouvette plus fragile : il y a rupture en ce
point.

Explication atomique :

!

Q—Q\7

T

L
omo/g
Yoo

Force faible : petit déplacement puis retour a la position initiale.
Force supérieure a la limite élastique : déplacement jusqu’a la position d’équilibre stable
voisine, sans possibilité de retour a la position initiale.

ks

<
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On donne, sous forme de tableau, les résultats d’un essai de traction d’un matériau
inconnu (vitesse de déformation imposée). Le but de 1’étude est de déterminer la famille de ce

matériau.

Données : éprouvette circulaire de diametre 8 mm, longueur entre mors 200 mm.

I 1: remplir le tableau ( F : force appliquée, AL : allongement relevé). Apres la derniére
mesure, I’éprouvette casse. Donner I’expression et I’unité de la contrainte et du taux de

déformation.

F (N) 0 |5026 |10053 |12566 |15080 |17593 | 20106 |22620 | 25133 | 27143 | 25133
AL(mm) |0 ]0.12 |0.2 |0.26 |0.32 |0.46 |0.68 |0.94 |13 |21 |3
O =

C )

eE=

C )

| 2 : Tracer o = f(g). En déduire le module d’Young, la limite élastique et la contrainte de

rupture.

| 3: En déduire le type du matériau

Valeurs moyennes :

Re (Mpa) Rr (Mpa) E (Mpa)
acier (C35) 315 550 200000
aluminium (ENAW- 230 310 72000
7020)
fonte (FGL 150) 100 150 80000
Solution :
L 200 mm
g 50,24 mm?
F 0 5026 10053 12566 15080 17593 20106 22620 25133 27143 25133
deltal 0 0,12 0,2 0,26 0,32 0,46 0,68 0,94 L3 2,1 3
sigma Mpa 0,0 100,0 200,1 250,1 300,2 350,2 400,2 450,2 500,3 540,3 500,3
epsilon % 0 0,0006 0,001 0,0013 0,0016 0,0023 0,0034 0,0047 0,0065 0,0105 0,015
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sigma Mpa
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0 0,002
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0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016

#zigma Mpa

or = 540 MPa,o, = 300 MPa,E = 187600 MPa
Le matériau est de la famille des aciers.

Exemple 11 :

Quelle serait la hauteur théorique maximale d’une tour (cylindre plein de rayon R) en

béton non armé avant qu’elle ne s’effondre sous son propre poids ?

Données : E = 100000MPa, crupture = 1,2 MPa, v = 0.3, p = 2400 kg/m”3, R = 5m,
g =19.81m/s2.

NB : certaines de ces données ne sont pas utiles...

Solution :
La rupture sous son propre poids de la tour se fera a sa base.
. P pmR2Hg
Donc:o ==-=———=< o0y
S T.R?

H<Z

P8
AN:H < 51m
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Problemes isostatiques

| : Une barre d’acier de section constante S = 800 mm? et de longueur 1 =4 m est soumise a
un effort axial

F =80000 N.

Quel est I’allongement de la barre ?

Quelle est la variation de la section ?

On donne : E =2.10"5 MPa, v=0.3

Solution :
F JdL F.L
Hooke .= =E.— dL=—=2mm
S L S.E
. da oL JL
Poisson : —=-V.T da = —v._.a
« a » représente une dimension de la section.
Un c6té pour une section carrée : S=a2
Un c6té pour une section rectangulaire : S=a.b = k.a? en posant b=k.a (k constante positive)
Le rayon pour une section circulaire : S=rn.a?
Etc..

Donc quelle que soit la section, on peut écrire S=A.a2,
- s g . as . - as 2.a.A.0a 2.0a
on dérive (dérivée partielle) pol 2.a. ], puis on divise par S : riairvraiaiee

2.0a
a

On obtient :9S = 2%%. 5 = —v.%.Z.S — —0.24 mm?

Il : Une structure constituée de deux barres d’acier identiques ( S = 3cm? 1 =4.5m ) articulées
a leurs extrémités est soumise a I’action d’une charge verticale P = 21000N.

Déterminer la variation de longueur de chacune des barres, leur variation de section ainsi que
le déplacement de ’articulation B pour 6 = 30°.

On donne : E =2.10"5 MPa, v=0.3

NB : des barres articulées a leurs extrémités ne travaillent qu’en traction compression. En
effet, un solide en équilibre soumis a deux forces : ces deux forces ont méme droite d’action,
méme norme et sont de sens 0pposes.

10
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Solution :

Sous la charge P, la structure se déforme : 6 devient 0’ et B se déplace en B’. Pour connaitre

I’effort dans chaque barre, il faut isoler les deux barres et appliquer le PFS
BAME :

Triangle des forces

. 0’
RC 5}
. X
R, P
PFSﬁc'l'ﬁA'l'ﬁ:B
En projection sur X : R;cosf’' — R,cos6’ =0
En projection sur y : Rcsinf’ + Rysinf’ — P =0
Rc =Ry

P

47 2 % sinb’
Probléme : on ne connait pas 8’ ! On va devoir approximer 8’ a 6

Plus genéralement :
*Pour résoudre un probleme isostatique, on effectuera le PFS AVANT déformation*

11
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AN:Rc = Ry = 7="2 = 21000 N

Remarque : R, = R4 = P est un cas particulier (8 = 30°)

Loi de Hooke :
Les deux barres travaillent en traction donc :
R¢

oL L.R
£ = FE.—=, donc 9L = =—£
S L S.E

AN : L = 1.58 mm

A

AH=AB.cos 6

HB=v\ AB? — AH?
HB’=yV AB’? — AH?
AN :

AH=3.897m
HB=2.25m
HB’=2.2534m
Donc BB’=3.4mm

Justification d’approximer 6° a0 :

o _HB P

sin " = AB’ Ry = 2+sin@’’

AN : R'A = 20975 N
RA—RIA

Soit une erreur de : &= =0.1%
A

L’approximation est donc tout a fait justifiée !

ENIb
Version du 13/1/2020

I11 : La structure ABC est formée d’une poutre en bois BC (SBC = 300cm?, Elbois = 10"
MPa, IBC = 4m) et d’une poutre d’acier AB (SAB = 6cm?, Eacier = 21.10"4 MPa, IAB = 5m)

et soumise a 1’effort P = 27000N.

Déterminer la variation de longueur de chacune des barres ainsi que le déplacement de

I’articulation B.
NB : articulations en A, B et C.

A

12
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Solution :

Méme méthode : BAME-PFS, puis Hooke, puis géométrie
La barre AB travaille en traction : R, = 45000 N

La barre BC travaille en compression : R, = —36000 N
0Ly = 1.79 mm, 0Lg, = —0.48 mm

A

<

=l

ol

Triangle des forces

-

R¢

-

Ry

gl

Théoréme d’Al Kashi :
B’C?>=AC*+AB’?-2.AB’.AC.cos¢

AN : ¢=53.094°

AB = 4% — 3y, AB' = 3.9996x — 3.0036y
0x=-0.4mm, 0y=-3.6mm

IV : Une structure constituée de deux barres d’acier ( S =3cm?, L =4.5m et 2L) articulées a
leurs extrémités est soumise a 1’action d’une charge verticale P = 21000N.

Déterminer la variation de longueur de chacune des barres ainsi que le déplacement de
I’articulation B.

Ondonne: E=2.10"5MPa,v=0.3,AC=2L,AB=2L,BC=L

13
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Solution :
Méme méthode : BAME-PFS, puis Hooke, puis géométrie

A

Al Kashi permet d’obtenir 0
AN : 0=28.955°

On en déduit : 9=75.5225°
BAME :

y

14

el
=l

a=§—6,b=n—<p,c=<p+0—g
R, = 5422 N, R, = 18978 N
0Lyg = 0.813mm, dLg, = 1.423mm
BB = 0.71% — 1.50y, en mm
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Problemes hyperstatiques

I : Un boulon (vis de rayon R1 et écrou en acier) enserre un tube (entretoise) en aluminium
(rayon intérieur R1, rayon extérieur R2, longueur L). Au contact, on serre d’un demi tour
supplémentaire. Quel est I’allongement du tube et de la vis ?

Données : R1 = 4mm, R2 = 5mm, L = 50mm, Eacier = 2.10"5 MPa , Ealu = 0,7.10"5 MPa,
pas de la vis 2mm.

Hypothese : ni la téte de la vis ni 1’écrou ne se déforment.

Il : Deux barres sont comprimées afin de les mettre bout & bout dans un bati indéformable
(entre plans = L).

Déterminer I’allongement de chaque barre.

Données : indice 1 : aluminium, indice 2 : acier, Eacier = 2.10"5 MPa , Ealu = 0,7.10"5 MPa,
S1=2.52=5cm? L=4cm, L1 =2cm, L2 =2.02cm

I11 : (non corrigé) Une structure constituée de trois barres d’acier ( S = 3cm?) articulées a leurs
extrémités est soumise a I’action d’une charge due a la fixation de E a D.

Déterminer la variation de longueur de chacune des barres, leur variation de section ainsi que
le déplacement de I’articulation D.

On donne : E =2.10"5 MPa, v = 0.3, AD = 0.5m, AB = 0.3m, BC =0.3m, CD =0.5m, BE =
0.3996m.

15



L-0.5%p

Projet de RDM S3/S6M

Erwan Contal Version du 13/1/2020

Solutions :
| : il faut voir le probleme comme suit

| é \ A
: : L Lfinale
T : i\ /2 \
— | =
Avant déformation Aprés déformation

Méme méthode : BAME-PFS, puis Hooke, puis géométrie
Remarque : si on isole le systéme avant déformation, il n’y a aucun effort.

*Pour résoudre un probleme hyperstatique, on effectuera le PFS APRES déformation*

BAME
Effort sur le boulon : Effort sur I’entretoise
Traction compression
Fy1 .
Fi/p
| t——— -
[ _Fl/Z
—Fy1
PFS :

Principe d’action-réaction : F,,; = —F; ,
Etennorme Fy/y = Fpy1 = F
Hooke :

- _p O . i
Boulon : i EaCler'L—O.S.p : traction

.. —-F aL,
Entretoise : war — Lt
Geométrie : Lingie = (L — 0.5.p) + 9Ly = L + 0L,
AN :0L; = 0.16 mm,dL, = —0.83 mm

: compression

16
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I1: il faut voir le probléme comme suit

L, + 0L,

L, + 0L,

Ly
Ly
L,
y
Avant déformation Aprés déformation

BAME
Effort sur la piéce 1 Effort sur la piéce 2
Compression compression

l Fbatl/l

Fi/p
- Fbatl/z
Fy/1
PFS:
Toutes ces forces ont la méme norme appelée F
Hooke :
Pigce 1: =~ = alu %, . compression
S, Ly
F oL,

Piéce 2 : ;— = Eqcier-——  : COMpression

2
Geométrie : Lringie = Ly + 0Ly = L, + 0L,
AN :0L; = —-0.117 mm,0dL, = —0.083 mm

17
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Chapitre | : efforts de cohésion
| : définition
Les efforts de cohésion représentent les efforts internes a la matiere : ils permettent de
maintenir la cohésion du solide étudié.

Exemple : poutre encastrée en O avec un effort ponctuel en B, longueur .

_> -
A Y . Ligne

| F=-Fy moyenne
L (1)

— i

X i v

0

@) ; ® B

K

Section
rectangulaire

Un plan de coupe fictif ( ) coupe le solide (S) en deux parties (1) et (2), perpendiculairement
a la ligne moyenne au point K.

Onisole ( 2 ) R
F=Fy
B

Pour que ( 2) reste en équilibre, on doit faire apparaitre les efforts internes a la matiére de la
partie (1) sur la partie (2) : ce sont les efforts de cohésion.

lls se composent d’une résultante : R,

Et d’un moment: M, ,,

Leur réunion forme le torseur de cohésion :

{Tcohésionllz } = {R1—>2 My }K

18
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Pour le déterminer, il suffit d’appliquer le PFS a la partie (2)

X L 0 0
{Tcohésionllz } =Y M : {Tforcesextérieures } =<-F O
Z NJ, 0 0],

KB = L%
Transport du torseur des efforts extérieurs de B en K :

0 0

{Tforces extérieures} = {_F 0 } ’ MK = MB + KBAR
0 —LF)g

PFS en K:

{Tcohésionllz }+ {Tforcesextérieures }: {O}

0 0
{Tcohésion/z} =\F 0

0 LFlg
Remarque : principe d’action-reaction

0 0
{Tcohésion/l} =\—F 0

0 —LFlg

Il : Repére pour exprimer le torseur de cohésion : repére local lié & ()

On choisit arbitrairement comme premier axe la normale sortante a la surface de coupure (r)
passant par K : axe K. fi

On compléte par t, et t, de fagon a obtenir un repere (K, fi, t,, t,) orthonormé direct
(plusieurs possibilités pour t; et t,)
Ici :

—

<!

N

19
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Torseur de cohésion dans le repere local (K, A, t,, t,):

0 LF F 0

-5 = o

0 O 0 O
{Tcohésion/z} =1F 0 =40 LF
(K.X,y.2) (KAt1t2)

Résultante

N

—_—

R T1 ; N effort normal ; T = \/T,2+T,2 : effort tangentiel
T2 K, n,t ,t,)

Moment :

Mt

M, | Mf, : Mt moment de torsion ; Mf = \/Mf,2+ Mf,2 : moment de flexion
Mf2 (K 1,§,5)

N, T, Mt, et Mf sont appelés individuellement « sollicitation simple »

En les combinant, on obtient des sollicitations composées

I11 : Diagramme des sollicitations simples :

Le torseur de cohésion n’est en général pas constant en tout point de la ligne moyenne de la
poutre. Il est alors intéressant de tracer I’évolution des sollicitations simples pour connaitre la
section la plus sollicitée (permet le dimensionnement de la poutre)

Exemple : poutre sur deux appuis soumis a des efforts connus (poids de la poutre négligé
devant F1 et F2)

—
y
—
X
—
z
L L L
—p ¢ >< e—5 >
-F2 F1 -
A B F2
B S—

20
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Etape 1 : PFS afin d’obtenir les efforts aux appuis
On isole la poutre :

C A D B

b

—-F, 0 Xy O 0 0 0 0 F, 0
{1} = { 0 0} AT} = {YA 0} ATs} = {—F1 0} AT} = {YB 0} ATs} = {0 0}
0 0/ 0 0/, 0 0)p 0 04 0 0

Remarques :

Les appuis en A et en B sont bilatéraux (Y,et Yzalgébriques). Le point A ne peut se translater
horizontalement, le point B peut se translater horizontalement (symbolisé par les deux
roulettes sous 1’appui).

On peut réunir les torseurs 4 et 5 en un seul en les sommant en B.

PFSen A
-F, 0 X, 0 0 0
{\}=4 0 0} AT} = {Y;, 0} AT3} = {_Fl 0 }
0 0 A 0 0 A 0 _LFI A
0 0 F, 0
{T.} = {YB 0 } ATs} = {0 0}
0 2xLxYg), 0 0),

0+0+0+0+0=0
{ 0+0+0+0+0=0

0+0+04+0+0=0

04+0—LF, +2+L*Y3+0=0
Remarque : nous obtenons 3 équations 0=0 car le probleme est plan (chargement dans le plan
et absence de torsion). On peut donc omettre les composantes nulles :

K/ Xa / U 0 / F o/
{Tl}:{o /}1{T2}: YA /]1{T3}:{_F1 /}1{T4}:{YB /}l{TS}:{O /}

/0, / 0, /0 /0l / 0l
Et on obtient les 3 équations non nulles :
{ —F,+X,+0+0+F,=0

0+YA—F1+YB+O=0

XA:O

F
=5
Yy =2

Etape 2 : Torseur de cohésion défini en K:

K point courant de la ligne moyenne : CK = x.X
Repeére local confondu avec le repére global :

N M,
n= frt_{ = 5’):?2) =Z, {Tcohésion 1/2} =<T1 Mf1

L M) e
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Il'y a trois portions de la poutre a étudier : CA, AD, DB (une nouvelle portion a 1’apparition
d’un nouvel effort)

Portion 1 : Ke[CA[

On isole [CK]

CK = x.X avec 0<x <L

C K
—F, |/ N/
{Tl} = { 0 /} {Tcohésion portion 1} =17 /
/0, [ M),
PFSenK:
—F, /
{1} = { 0 /} )
/0y
N—-F,=0
T, +0=0
Mf2 +0=0

Torseur de cohésion sur la portion 1 :

F o/
{Tcohésion portion 1} = { 0 /}
/ 0 K
Portion 2 : Ke[AD[

On isole [CK]

CK = x.X avec L< x <2*L

C A K
-F, / Xa=0 / N /
F
{Tl}:{ 0 /} {T,} = Y:4:? / {TcohésionportiOTLZ}: T /
PFS K/ Ve /0, /o Mr2)
en .
0

-F, / 0! N
my=y o0 /. (my=47 / ATeonssionportion2) =T/

/  0J, / %*(L—x)K / MfZK

T, +0+2=0

Mf2+0—%*(x—L)=O

22
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Torseur de cohésion sur la portion 2 :
F /

(
| F
{Tcohésion portion 2} = 4 ? /

'5
L/ —*(x—L)J

=

Remarques générales (toujours vraies) :
Remarque 1 :

{Tcohésion portion 2} = {Tcohésion portion 1} - {12_}
torseur non présent
sur la portion 1
Remarque 2 : (non démontrée)
T = — dMg, _ dMgq
1 dx ' 2 dx
(permet d’éviter quelques erreurs de calcul...)

Portion 3 : Ke[DB[

On isole [CK]
CK = x.X avec 2*L< x <3*L

c A D K

—-F, / Xa =F0 / 0o / N /
{Ii} = { 0 /} {T,} = {Y:A = ?1 /} ) {Ts} = {_Fl /} {Tcoh portion 3} = {Tl / }
/0 / 0 / 0 /[ Mg, K

A D
PFSenK:

0 /
{T3} = {_Fl / }
/[ F(x—-2L)),

Torseur de cohésion sur la portion 3 :

F, /
A
{Tcoh portion 3} = {Tcohésion portion 2} - {T3}1{Tcohésion portion 3} = 2 /
Fy
/ F+GL-®),
Remarque 3 :
On Vérifie par continuité que :
F o/
. F.
ler?L{Tcohésion portion 3} = {T4} + {TS} = ?1 /
/ 0/,
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Diagrammes des sollicitations simples

N : effort normal

A

F

T, : effort tangentiel

A

v

Conclusion : la section la plus sollicitée passe par le point D

Car |N|, |T4], |Mf2| maximaux en D
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Exercices :
Torseurs de cohésion (problémes isostatiques)
| : poutre encastrée en O soumise a un effort

OA=L
A : déterminer les efforts a [’encastrement

B : déterminer le torseur de cohésion en Ke[OA] tel que OK =x-X
C : tracer les diagrammes des sollicitations simples pour K entre O et A.
D : en déduire la section la plus sollicitée

Il : poutre sur 2 appuis soumise a des forces et des moments (poids négligés)

—
y
—
X
—
Z —_—
F
L L L
< > < T >
S —— S S -
FL\ #5
2 7 B D C

A : déterminer le torseur de cohésion en Ke[AC]
B : tracer les diagrammes des sollicitations simples
C : en déduire la section la plus sollicitée
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Solution :
I
Etape 1 : PFS afin d obtenir les efforts aux appuis (probleme plan)
On isole la poutre :
0 A

Xo / 0 /
{T1} = {Yo / '{Tz} = {_F /} )
/ NO 0 / 0 A
PFSen O
0o/
,{Tz} = {_F / } )
/ —FL),
Et on obtient les 3 équations :
Xo+0=0
Y,—F=0
No—FL=0
Xo=0
Y,=F
N, = FL

Etape 2 : Torseur de cohésion défini en K:

K point courant de la ligne moyenne : OK = x. X
Repeére local confondu avec le repére global :

N M,
n= 55)1_1) = 5’)1_2) =Z, {Tcohésion 1/2} =<T1 Mf1
T2 Mr2) s

Il'y a une portion de la poutre a étudier : OA
Portion 1 : Ke[OA[
On isole [OK]
OK = x.% avec 0<x <L

O K

0o / N/
{Tl} = {F / } {Tcohésion portion 1} =17 /

/ FL), / Mp),
PFSenK:

0 /
{1} = {F / } )

/ FL—=x))y
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N+0=0
Tl +F - 0

Mg +F(L—x)=0
Torseur de cohésion sur la portion 1 :

0 /
{Tcohésion portion 1} = {_F / }
/ F(x-L),
Vérifications :
T, = _ = —F,

dx
Et

0/
Jlci_r)rz{Tcohésion portion 1} ={T,} = {—F /}
/ 0J,
Diagrammes des sollicitations simples

T, : effort tangentiel

A

Mg, - moment fléchissant

A

O /A X
—FL

Conclusion : la section la plus sollicitée passe par le point O

Car |N|, |T4], |Mf2| maximaux en O
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In:
Etape 1 : PFS afin d’obtenir les efforts aux appuis (probleme plan)
On isole la poutre :

A B D C

0/ Xg / 0o / 0o /
ry=3° 7/ ,{T2}={YB /} ,{T3}={—F /} ,{T4}={YC /}

/5, / 0y / 0, / 0,
PFSen B

0/ Xg / 0 / 0 /
ry=1% / ,{T2}={YB /} ,{T3}={—F /}{T4}={Yc / }

/3, / 0), / —FL), / 2LY:),

Et on obtient les 3 équations :
0+Xg+0+0=0

T4+ 0—FL+2LY, =0

X =0
3F
YB:T
F
YC:Z

Etape 2 : Torseur de cohésion défini en K:

K point courant de la ligne moyenne : AK = x.X
Repeére local confondu avec le repére global :

N M,
n=Xx, 1= 5’)1 2 = Z, {Tcohésion 1/2} =<T1 Mf1
T2 Mr2) neim

Il'y a trois portions de la poutre a étudier : AB, BD, DC (une nouvelle portion a I’apparition
d’un nouvel effort)

Portion 1 : Ke[AB]
On isole [AK]

AK = x.x avec 0<x <L

A K

0 N /
T} = 0 F/L {Tcohésion portion 1} =\ /

/I 3), F M
PFSenK:
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0 /
=490 /%,
E
/35 X
N=0
T, =0
My +==0
Torseur de cohésion sur la portion 1 :
0o /
0
{Tcohésion portion 1} = /FL
/ 7/,
Portion 2 : Ke[BD][
Onisole [AK]
AK = x.% avec L< x <2*L
A B K
0 / 0 / N
3F
{Tl} ={0 F/L {Tz} =317 / {Tcohésion portion 2} =11 /
/ ? A / O B / Mfz K
PFSenK:
0 / 0 / N o/
0 / = T
{Tl} = ) {Tz} =9 4 ) {Tcohésion portion 2} =31 /
/ FL 3F / M
2/ / Fa-0) r
N=0
T1 E =

=
3F FL
Mfz +T(L—X)+7= 0
Torseur de cohésion sur la portion 2 :

0 /
! 3F /
{Tcohésion portion 2} = 4
P (Bx 5 L>J
/ 4 4
Vérification :

dez 3F
! dx 4

Portion 3 : Ke[DC[

On isole [AK]

AK = x.% avec 2*L.< x <3*L

29

ENIb

Version du 13/1/2020



Projet de RDM S3/S6M ENIb

Erwan Contal Version du 13/1/2020
A B D K
0o / N/
{Tl} {TZ}, {T3} = {_F /} {Tcohportion 3} = {Tl / }
/  0J, [ Mg,
PFSenK:
0 /
{T;} = {—F / l Torseur de cohésion sur la portion 3 :
/[ F(x—2L)),
0 /
F
{Tcoh portion 3} = {Tcohésion portion 2} - {T3}1{Tcohésion portion 3} =34 /
F
/ - " (x —3L) B
Vérifications :
dMg, F
T = — = —
- - - 1 dx 4
On verifie par continuité que :
0 /
lim {Teonesi on3} ={Tu} = il /
xo3L cohésion portion 3 4 4
/ 0/,
Diagrammes des sollicitations simples
T, : effort tangentiel
A
F
4
| | | .
_3F B D C X
4

Mg, - moment fléchissant

A

Conclusion : la section la plus sollicitée passe par le point B
Car |N|, |T4], |Mf2| maximaux en B
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Exercice 111 : poutre encastrée en O soumise a 3 efforts

B

—

_> Z
F1
k
/ F3

—
Y

ENIb
Version du 13/1/2020

—
X
—
C F2
OA =2*L
AC=AB=L
F1=F2=F3=F
A : déterminer le torseur de cohésion en Ke[OC]
B : tracer les diagrammes des sollicitations simples
C : en deduire la section la plus sollicitée
IV : poutre sur deux appuis soumise a son propre poids
Soit m la masse de la poutre
—
y
—
X
—
z
L 2*L
, ‘\\ ...................................................................................... -
A
B C

A : déterminer le torseur de cohésion en Ke[AC]
B : tracer les diagrammes des sollicitations simples
C : en déduire la section la plus sollicitée
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Solution :
I :

Etape 1 : PFS afin d’obtenir les efforts aux appuis
On isole la poutre : )

Z
—
Y
0
B
—
A X
C

Xo Lo -F, 0 0 O
{T1}={Yo Mo} ,{Tz}={—F3 o} ,{T3}={ 0 0}
C B

Zo NoJ, 0 0 -F, 0
PFSenO:
Xo Lo —F, 0 0 —LF,
Zo No), 0 -3LF), -F 0 ),
XO - FZ + 0 = 0
YO—F3 + O = O
ZO + O—F1 = 0

L0+0_LF1:0
My + 0+ 2LF, = 0
NO_3LF3+0=0

Xo=F,
9 YO = F3
Zo=F
L, = LF,
IM, = —2LF,
NO = 3LF3

Etape 2 : Torseur de cohésion défini en K:

K point courant de la ligne moyenne : 0K = x. X
Repére local confondu avec le repére global :

N M,
n=Xx, 1= 3_;’ t, = Z, {Tcohésion 1/2} =<T Mfl
T
2 T (ki )

Il'y a deux portions de la poutre a étudier : OA, AC (une nouvelle portion a I’apparition d’un
nouvel effort)

Portion 1 : Ke[OA[

Onisole [OK]
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—

OK = x.X avec 0 <x<2L
@)

K
F, LF N M,
{Tl} = {F3 _ZLFl} {Tcohésion portion 1} =T Mf1
F, 3LF; ), T Mr2) e
PFSenK:
F, LF,
{T.} = {Fs (x — ZL)Fll :
F, (BL—x)F),
N+F,=0 My +LF, =0
Ty +F;=0{Ms +(x—2L)F;, =0
T2+F1=O Mf2+(3L_x)F3:0
Torseur de cohésion sur la portion 1 :
—F, —LF,
{Tcohésion portion 1} = {_F3 —(X - ZL)Fl}
Vérification :
_ Mg _aMgp_
= dx k5 Ty = dx F
Portion 2 : Ke[AC[
On isole [OK]
OK = x.X avec 2L< x <3L
0 A K
F, LF, 0 0 N
{Tl} = {FS _ZLFl} {T3} = { 0 O] {Tcohésion portion 2} =<T
Fl 3LF3 0 _Fl O B TZ
PFSenK:
0 —F,L
_Fl O K

Torseur de cohésion sur la portion 2 :
_F2

{Tcohésion portion 2} = {Tcohésion portion 1} —{T5} = {—F3

0 —(BL—x)F;0

Vérification 1 :

_ _aMyg _
T, = o 5, T, =

de1 _
dx

0
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Veérification 2 :
—F2 0
lim {Tcohésion portion 2} ={T,} =y-F; 0
x—3L
0 0/
Diagrammes des sollicitations simples
N : effort normal

4 | |

v

O A C X
_FZ
T = /T? + T%: effort tangentiel
O A
/Ff + F?
F3
| A I
M, : moment de torsion
A
@) : : >
A C X
—LF,
My = \/1—\/1}1 + MZ, : moment fléchissant
ot
LF,
e —— >
A C X

Conclusion : la section la plus sollicitée passe par le point O

Car N|, T, M|, M; maximaux en O
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IV :
Etape 1 : PFS afin d’obtenir les efforts aux appuis (probleme plan)
On isole la poutre :

A B G C
L

G cdm de la poutre, AG :%L

Xg / o/ 0 /
{Tl} = {YB /} ) {Tpoids} = {_mg /I ) {Tz} = {YC /}
/0y / 0J; / 0J,
PFSenB
Xp / o/ o/
{1} = {YB /} ATpoias} =4~ ™9 / 5 {T,} = {YC / } :
/ 0, /| -mg3) / 2LY),
Et on obtient les 3 équations :
Xg+0+0=0

YB_mg‘l‘YC:O
0—mg§+2LYC=O

Xg=0
3
YC=@

4

Etape 2 : Torseur de cohésion défini en K:

K point courant de la ligne moyenne : AK = x.X
Repeére local confondu avec le repére global :

N M,
n=Xx, 1= 5’)1 2 = Z, {Tcohésion 1/2} =<T Mf1
T2 Mr2) o neim

Il'y a deux portions de la poutre a étudier : AB, BC (une nouvelle portion a I’apparition d’un
nouvel effort : attention le poids est appliqué au cdm de la partie isolée !)

Portion 1 : Ke[AB]
On isole [AK]
AK = x.% avec 0<x <L

A G K
0o/ N/
m
{Tpoids} =<—g 3_Lx / {Tcohésion portion 1} = T1 /
/0, |

NB : la masse lineique de la poutre vaut 3% donc la masse de la portion isolée vaut %x.
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PFSenK:
0 /
m
{ mds} - _gix / )
m x*
N / g3L 27 kg
T; =97;x
m x?2
MfZ = —g§7

Torseur de cohésion sur la portion 1 :

(0 /
| m y
{Tcohésion portion 1} 4 I 3L

| m
\ /93

Portion 2 : Ke[BC|[

Onisole [AK]

AK = x.% avec L< x <2*L

A B G K
U
3m
=122/

/0y

PFSenK:

0 /
3mg
T}y =472 / ,
3
/ —Sa-D)
Torseur de cohésion sur la portion 2 :
0

m 3mg
—x——
{Tcohésion portion 2} = {Tcohésion portion 1} —{TI} = g 3L 4

L

d Mg, m 3mg
! dx 731 4

Vérification :

On vérifie par continuité que :

0

mg

xhrgL{Tcoheswn portion 2} {TZ} = T
/
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Diagrammes des sollicitations simples

T, : effort tangentiel

mg
t +
mg
3
A | >

| |
_5mg B C X

12

Mg, - moment fléchissant

A

3mgL
32
A I /\f X
B % C X
4
mglL
6

Conclusion : la section la plus sollicitée passe par le point B
Car |T,], |Mf2| maximaux en B
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IV : Résolution des problémes hyperstatiques :

Un probleme est hyperstatique lorsque le PFS ne suffit pas a déterminer entiérement les
efforts aux appuis (le nombre d’inconnues restant est égal au degré d’hyperstatisme).

Exemple :
L’effort F est connu
y
e e
Z X
—_— —>
F=-F.
2L L y
A C v

On isole la poutre AB :

A C B
Xa / 0 / 0 /
{Tl}:{YA / ,{Tz}—{Yc /} o {Ts} —{—F /}
/ NA A / 0 I / 0 B
PFS:en A
Xa / 0o/ 0 /
{Tl}:{YA / .{Tz}={Yc / } {T3}={—F / }
/ N, /  2LY), / —3LF),
X,=0
Y,=F-Y;
N, = 3LF = 2LY,

Conclusion : le PFS est insuffisant.
Probléme hyperstatique de degré 1 (les autres inconnues sont exprimées en fonction de Y,)

Pour resoudre ce type de problémes, on doit faire appel a la formule de Bresse (donnée sans

démonstration) qui permet de relier la dérivée seconde de la déformée de la poutre au moment
fléchissant, au matériau et a la géométrie de la poutre.
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—
R Ligne moyenne
déformée
—
F
G’ (x.y) BV
_’ - / 4 \ X
 (— - I O —— I
‘ G(x.0)
X \
Tangente horizontale due a
I’encastrement
enG:
y":M : formule de Bresse

lg,

Avec : y(x) : déformé (déplacement vertical du point d’abscisse x)

dy y' : pente de la ligne moyenne déformée

dx
dz N
a2y o 1

dx2
Mfz : moment fléchissant porté par z

E : module de Young du matériau (MPa)

; avec p rayon de courbure de la ligne moyenne déformée

le, = Iyz -dS ; moment quadratique de la section par rapport a Gz (en m”4)

Merx

Section (m)

+
y
&
. - 1 _
Z G
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Calcul de quelques moments quadratiques :

Exemple 1 : poutre de section rectangulaire

o
PN h
G 2
h
\ 2
b
h b
I, = [y?dS;dS = dy.dz, I, = [[y*dy.dz = [*y*dy. [*,dz
2 2
bh3

I.. = —
Gz 12

Exemple 2 : poutre de section circulaire pleine de rayon R

y

Ny

Ig, = fyZdS(z fzzdS par symétrie) ;dS = rdr.d0

Donc I, = %fyz + z2dS ,avec y? + z%2 =12

1 R 21
Ig, = —f r3dr.f de
2o 0

Application de la formule de Bresse a I’exemple :
Déterminer les inconnues de liaison
y IgE = Mg,

Il nous faut le torseur de cohésion.

K point courant de la ligne moyenne : AK = x.X
Repeére local confondu avec le repére global :
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N M,

ﬁ:fr_fzy)r—z):Z’{Tcohésionl/Z}: T Mf1
Lo Mp2) e

Il'y a deux portions de la poutre a étudier : AC, CB (une nouvelle portion a I’apparition d’un
nouvel effort)

Portion 1 : Ke[AC|
Onisole [AK]
AK = x.% avec 0<x <2L

A K
0 / N /
{1} = {F - Y / } {Tcohésion portion 1} =<Tx /
/  3LF—=2LY.), / Mp)
PFSenK:
0 /
{T1} = {F - YC / I )
/  3LF —2LY; —(F—-Yo)x),
N=0
T1 + F - YC = 0
Msy +3LF — 2LY; — (F = Y)x = 0
Torseur de cohésion sur la portion 1 :
0 /
{Tcohésion portion 1} ={-F+Y /
/ x(F =Yc) = 3LF +2LY;)
Veérification :
T M2 gy
1~ dx - C
Portion 2 : Ke[CBJ
On isole [AK]
AK = x.% avec 2L<x < 3L
A C K
o /
{Tz} = {YC /}
/ 0,
PFSenK:

0 /
{Tz} = {YC / }
/[ Ye@L-x),

41



Projet de RDM S3/S6M ENIb
Erwan Contal Version du 13/1/2020

Torseur de cohésion sur la portion 2 :

0 /
{Tcohésion portion 2} = {Tcohésion portion 1} - {TZ} =4{-F /
/ F(x—3L) «
Vérification :
dMy, 3F
ST T

On vérifie par continuité que :

o /
xh_glL{Tcohésion portion 3} = {TB} = {_F /}
/0y

Utilisation de la formule de Bresse sur la portion 1 :

y'lg,E = Mgy, Mgy = x(F — Y¢) — 3LF + 2LY,

Donc y'I;,E = %xZ(F —Y:) + (2LY; — 3LF)x + C,, avec C,constante d’intégration
Condition aux limites : a I’encastrement, la tangente a la ligne moyenne déformée est
horizontale donc y'(0) = 0 donc C; = 0.

2
yig,E = %x3(F —Y:) + (2LY; — 3LF) x? + C,, avec C,constante d’intégration
Condition aux limites : a I’encastrement, le déplacement horizontal de la ligne moyenne
déformée est nul donc y(0) = 0 donc C, = 0.

La poutre étant en appui en C, y(2L)=0 ce qui nous donne I’équation manquante !
(2L)?
2

1
Y@L)IGE = 0= 2 (2LY*(F = Y¢) + (2LY; = 3LF)
D’ou Y, = ZF

L’¢étude de la portion 2 n’est pas utile ici.
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Chapitre Il : étude des contraintes dans un solide
I : définition et hypothéses simplificatrices

I 1: solides élastiques

Mécanique générale (statique, cinématique, dynamique) : solides indéformables.
Note : les ressorts sont des solides déformables, dont nous pouvons trés souvent négliger la masse...
RDM : solides déformables.

I 2 : hypothéses simplificatrices

Les solides considéres sont des milieux homogeénes, isotropes, élastiques. Le domaine
de validité de notre étude se réduit aux petites déformations.
Le volume élémentaire sur lequel on travaille contient un tres grand nombre de molécules :
c’est un domaine homogene isotrope, mais a I’échelle macroscopique. Ses dimensions sont
suffisamment faibles pour étre considéré infiniment petit.

Il : équilibre d’un domaine solide

On considére un domaine 2 de volume 7 et de frontiere X.
D est un solide entier, ou une partie d’un solide, que nous isolons (par la pensée...).
Il peut s’agir aussi d’un tout petit élément de volume dv entourant un point M.

Figure 1 : frontiere du domaine isolé

11 1 : efforts appligués sur le point (M, dv)
Efforts volumiques (le poids par exemple) : appliqués a tout le volume dv, de densité

volumique f(M). La résultante vaut T.dv
Efforts surfaciques, sur une facette ds, de densité surfacique c (M) . La résultante vaut C.ds

Mais il n’y a ni efforts ponctuels ni efforts linéiques.

Il 2 : Principe Fondamental de la Statique (PFS)
Torseur des efforts extérieurs appliqués sur (M, dv) = torseur nul

{TFM—>D } = {O}
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111 vecteur contrainte

[11 1 : notion de contrainte (indépendant du matériau constitutif)

Coupure, facette :

Plan de

A Y / coupure

Onisole (2)

Facette de coupure
En K (S)

(2) est en équilibre si on tient compte des efforts de cohésion de (1) sur (2) au travers de la
facette de coupure en K (S).

effort élémentaire en M : dF = 6(M,a) ds

Cmn : vecteur contrainte en M sur la facette de normale sortante unitaire de (S) : n.

Remarque : ||7]| = 1 ; toujours
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111 2 : vecteur contrainte

E(M ) dépend :

- de I’orientation du plan (1) en M
-deM
- de la partie isolée (principe d’action réaction)

On définit :
- la contrainte normale o : projection de Cw 7y sur n
- la contrainte tangentielle t : projection de E(M,ﬁ) dans le plan de (S)
Donc Cyz) = on + Tt
IV matrice des contraintes (ou tenseur des contraintes)

IV 1 : définition

Repére (M, X, y,Z)tel que n soit paralléle a X

O, Contrainte normale
Cwnmx) |t Contrainte tangentielle suivant y
Facette de normale X : (M) 1 €%y d 4
Ty, Contrainte tangentielle suivant z
Repére (M, X, y,Z)tel que n soit parallele & y
T yx Contrainte tangentielle suivant x
6 M. v) |lO Contrainte normale
Facette de normale ¥ : SRe y
T, Contrainte tangentielle suivant =
Repére (M, X, V,Z)tel que n soit paralléle a Z
T, Contrainte tangentielle suivant x
Cwm.|T Contrainte tangentielle suivant y
Facette de normale 7 : (M2 €2y 9 )

O Contrainte normale

z

On en déduit la matrice des contraintes en un point M d’un solide, valable pour un
chargement extérieur donné.

— —

Cmx) Cwmy)y Cmy

o, T T, | X
[O-(M ) ] =1 Ty gy Ty | Y
Ty, Ty o, | Z
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Remarque 1: 01010, Ty Ty Ty T T
surfaciques (MPa)

Remarque 2 : ¢,>0 : élément tendu, o, <0 : élément comprimé (le signe de tij n’a pas de
signification physique)

z,, sont homogenes a des forces

X!

Remarque 3 :
E(M,;):[O-(M)]'X : E(NIJ):[U(M)]W7 ; E5(M5):[°'(M)]'Z

IV 2 : calcul de la contrainte

On a vu que le vecteur contrainte en M dépend de 1’orientation de la facette.
Question : que vaut le vecteur contrainte suivant une facette de normale quelconque n ?

Equilibre du tétraédre MABC en supposant que la contrainte soit uniforme sur le tétraédre:

x
MA = dx, MB = dy, MC = dz, S aire de ABC, n normale sortante de ABC, 1 ‘,6’
7/

> —>
X

facette Normale unitaire aire Effort s’appliquant

sortante sur la facette
AMB . Y-S -Cmi) 7.8
BMC 3 .S 'E(M,;) a.S
CMA ] B.S Cmy) B.S

-y

ABC - S Cmn .S
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PFS:
Cmm.S-Cmy) B.S-Cmx) a.S-Cmz) v.S= o

Cum =Cmy) P+ Cmxya+Cwmyi) vy

o, T . a
Cmm=| 7 o, 7, |*|B
Ty Tyz o, Y

Cmn) :[O-(M) ] n
C’est le vecteur contrainte en M sur la facette de normale sortante n

NB : Cm.net n nesont pas colinéaires en général!

exercices
| : Soit la matrice des contraintes en un point M (en MPa) dans le repére (M, X, V,Z) :

0 0 0
loay]=|0  -10 10
0 10 30

Calculer le vecteur contrainte puis les contraintes normale et tangentielle sur la facette de
normale (1,1,1).

Il : Soit la matrice des contraintes (en MPa) dans le repére (M, X, Y, 7).

~10 0 60
loan]=|l0  -10 20
60 20 50

A : calculer le vecteur contrainte E(M,,Tl) puis les contraintes normales et tangentielles sur la
11

J3'4/3'43
B : calculer le vecteur contrainte E(M,n—Z) sur la face de normale n, = Z .

C : vérifier la relation de Cauchy :

E(M,n—l) -ﬁz :E(M,n—Z) 'ﬁl

En conclure que ce n’est vrai que si la matrice des contraintes est symétrique.

facette de normale ﬁl(
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Solution :
Exercice | :
Normons le vecteur normal :

(=)

ﬂ
£ /_3\/5
A Voo |

C(Mn)_[o-(M)] n = 40 ,O'—C(M’ﬁ).n:?, t:CMn)_ n=| —3_\/3
\&/ \ =
3v3

Donc

w

Exercice Il :

v
S}

Sz Sl

\__/
|
et
S
3
3
=

Conzpy = [oan]- 71 =

—
Sw
wil &

|
N
o

N~

40v14

-
Il

w=Cwym)— 0Ny =

IN)
=]
S

—
2

&

3

R 60
Caump = loun]- 7z = <20

50
Comzmy- s = 7

0]

La relation de Cauchy ne se vérifie que si la matrice est symétrique. On a alors affaire a un
opérateur symétrique : u.f(v)=v.f(u)

\,/

—_— 130

=l
“\_
%Io
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IV 3 : équations d’équilibre

On étudie 1’équilibre d’un parallélépipede élémentaire (extrait d’un solide) soumis a des
efforts surfaciques et a des efforts volumiques. La contrainte n’est pas uniforme ; elle évolue
en fonction du point considéré.

Efforts volumiques (N/m”3) au centre de gravité G

&
fif
fz
A
MA = dx, MB = dy, MC =dz y >
B
M

Effort surfacique sur la facette de normale - X passant par M et de centre 1(0,dy/2,dz/2) : (on
suppose la contrainte uniforme sur la facette)

— Oy

Cu,—>x)y=—Cux) = — Ty
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Effort surfacique sur la facette de normale X passant par A et de centre D(dx,dy/2,dz/2) :
oo,
o, + o dx
OX
C o) =G +dCax LT
x) — X + x) =|T,, + ® (OX
(Dx) (1) (1) w T
or,,
T, +
OX

En effet, entre les coordonnées de | et D, seule la composante suivant x change, donc la
contrainte ne va varier que par rapport a x.

o dx

De méme :

Effort surfacique sur la facette de normale -y passant par M et de centre J(dx/2,0,dz/2) :

Cu-yw=—Cuy) =|—0o,
J— TyZ

Effort surfacique sur la facette de normale y passant par B et de centre F(dx/2,dy,dz/2) :

or
T, + > od
— — — oo,
Cry)=Cuy) +dCuy) =|oc, + > e dy
or
z, +—>edy
oy
De méme :
Effort surfacique sur la facette de normale - Z passant par M et de centre H(dx/2,dy/2,0) :
. . — Tx
Ch,-zy=—""C.z) =|— T,y
J— Jz
Effort surfacique sur la facette de normale Z passant par C et de centre E(dx/2,dy/2,dz) :
or
T, + azzx edz
— — — OT,,
Ce»=Cwnh.)y+dCwni,zH) = T, + 5 e dz
z
o
o, + : o dz
oz
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Equation de la résultante: Y F,, =0

Eu,_;) .dy.dz +6(D,;> .dy.dz +6(J,_y) .dx.dz +6(F,y) .dx.dz +6(H,_;) .dx.dy +6(E,z) .dx.dy+?
.dx.dy.dz=0
En projection sur X :

oo

0
—o,edyedz+ (o, +—"edx)edyedz—7z, edxedz+(r, + ;yyx edy)edxedz

OX

-7, edxedy+(z,, +8g“ edz)edxedy+ f, edxedyedz=0
z

Puis en projection sur yet surZ on obtient deux autres équations.

Au bilan, on obtient les équations d’équilibre (utiles en élasticité) :

0
0oy , Tyx+arzx+fX:O
OX oy 0z
or oo, Ot

Tr—L+—24+f =0
OX oy 0z
or, 0t, 0o

Xz

ox oy o1

IV 4 : symétrie de la matrice des contraintes
On va écrire a présent 1’équation des moments en G du parallélépipede

YMg =0

dx.dz. (ﬁ/\(c—:(l,f/) + dé)(]y,)) + Ej/\é)(],—f/)) +dy.dz. (@/\(E(m) + dé)(['f)) + EI)/\E(L_@)
+ dx. dy. (ﬁ/\(ﬁ(ﬂz) + dé)(H,Z)) + H'I)AC_')(H,_@) =0

acry

av a7 B . a7 v L . -
cixdz[?yyﬂ((f}w+§dy'x+(a'y+ ciy)y+(‘1‘m+§dy}z}—%yﬂ(—fmx—J},y—TH?,I]

+ avd Ex (o, + 2%
2 ox

aT
dx)E +(T,, +§’°’dx ¥ (T, +aa&a?x)§j— %fn(—aﬁ—%ﬁ—*{,ﬁé’)]
X

e, . 9T, . 8T, dz . . -
. dz)Z + (T, +?dz 'y+(1‘.'m+§d2)ﬂ—?zﬂ(—ﬂxz—f$,y—Tm,}?)l]=U

+ dydx{%fn (o, +

dxndz
2

af}w FIR T aTJK . =+ -
[(—dy- T, —g-d )z +(dy-TJ&,+E-d P)X—dy T, Z+dy T, X]

7, 2
+%[(dx-fw +a—?‘}'-a!’z.vr':?—(cz!’;r-w‘.‘m+%-a!’z.vr}j«:+a!’x-1!':,4;ll CE—dx Ty ¥
x

4 el
2

a1, . & - -
[(—ciz-TxJ,—Eﬂ-dzz'x+(dz-fﬂ+%-d22'j})—ciz-fﬂ-x+dz-1‘xx-y]=0
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En négligeant les infiniment petits d’ordre 4 par rapport aux ordres 3, on obtient :

—dydxdz- 7, Z + dydxdz- 7, X + dydxdz- 7, 7 — dydxdzz,, y — dydxdz- 7, X + dydxdz- 7, y = 0
en projection sur X :

t,-7,=0;7,=7,
en projection sur y :

y

Ty =Ty =0 1Ty
en projection sur 7 :

T — Ty =0,2'yX =7

TZX

Xy
Conclusion :

La matrice des contraintes est symétrique

Conséquences : réciprocité des contraintes tangentielles ou théoreme de Maxwel Betty

Soit deux facettes perpendiculaires au voisinage d’un point M : les contraintes
tangentielles sur ces facettes ont des composantes sur les normales a I’arréte commune qui
sont égales et qui toutes deux sont dirigées vers I’arréte ou s’en éloigne.

Tyx
o /
_>
ou
Tyx
TXy
+—
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V : contraintes et directions principales
La matrice des contraintes est symetrique et donc diagonalisable.

—

Cmx) E(M,T) E(M,Z)
o, 0 0 | X
Il existe un repére R'(M,)Z,V,Z)tel que [O'(M)]: 0 o 01]Y
0 0 o, | Z
oy ,0y 0, sont les contraintes principales (valeurs propres)

X,Y,Z sont les directions principales (vecteurs propres)

Tout vecteur contrainte en M suivant une des directions principales est porté par cette
direction principale : la contrainte est purement normale.

Cmx)=0y-X
Remarque : la trace d’une matrice (Somme des termes diagonaux) est un invariant

tr[a(M)J: oy +oy +o, =0, +0, +0, =constante

Exercices :

| : Soit la matrice des contraintes (en MPa) dans le repere (M, X, Y, 7).

0 0 0
loan]=|0  -10 40
0 40 50

Calculer les contraintes principales et les directions principales.

Il : Soit la matrice des contraintes (en MPa) dans le repére (M, X, Y, 7).

~10 0 60
loan]=|0  -10 20
60 20 50

Calculer les contraintes principales et les directions principales.
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Solution :
| : Directions principales : X, Y,Z ; contraintes principales : oy, oy, 0,
Diagonalisons la matrice :

0-41 0 0
0 -10—-4 40 |=0,-4.[(—10 —2)(50 — 1) — 40%] =0,
0 40 50 -1

—A.[A* =401 —2100] =0doud; = 0,1, =70,1; =30
On pose arbitrairement oy = 0, oy = 70, 6, = 30
On sait que

On poseX ( )

0 a 0 0.a=0 a
On obtient : [0 —-10 40] : (b) = <o) ;{—mb +40c =0; {b =0
R 0 40 501 \c o/ L40b+50c=0 ‘c=0
Xétant unitaire, on prendra a=1 et donc X = x (vrai pour toute valeur propre nulle)

De méme :
Coupy = [G(M) Y

Onpose Y = ( >

0] /o [ 0.a=70q a=0
On obtient : [0 —-10 40] . (b) - <b0y> ;{_10;, +40c=705;4 b=7c
0 40 50 40b 4+ 50c = 70c  \wvérifiée

"<l

c

N 0
Y étant unitaire on norme le vecteur %c> d’ol c=—= ou c--— (choix arbitraire entre les deux)

X V5
0
1
Par exempleY = | v5
2
Vs
Et enfin :
0 0
NN
zz;zA?:(o>AJ§ =| V5
o121
J5 J5

o (® (%

>
Il
S5l
~i
Il
ln
& Uwi
NI
—
-5
<~
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VI : ellipsoide de Lamé des contraintes

On cherche la surface (appelée enveloppe) décrite par I’extrémité du vecteur contrainte relatif
a toutes les orientations de facette fi au point M. Dans le repére principal R’ = ()Z,\?, Z)

4 a-0Oy =X
7 |B unitaire ; C(M,F)=[G(M)].ﬁ: p-o, =Y
yRI R 7/0‘Z :Z
2 2 2
a’+ pi+yi=1= X + Y + z =1
oy? oy? 0,2

C’est un ellipsoide d’axes (M)Z, MY, MZ ) (axes principaux) et dont les demi axes ont pour
longueur o, , 0y o,

v

VI : diagrammes de Mohr

VII 1 : définition

On a vu que le vecteur contrainte pouvait se décomposer en une contrainte normale : ¢
et une contrainte tangentielle : t.
D’ou I’expression du vecteur contrainte dans le repére local (repére lié a la facette)

Le diagramme de Mobhr est la représentation de la contrainte sur deux axes :
L’axe (M) qui correspond a la contrainte normale ¢

L’axe (Mt) qui correspond a la contrainte tangentielle t
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On représente le lieu de I’extrémité P du vecteur contrainte E(M,n—) — MP dans le repere local
(M,n,t).

NB : fiett sont une appellation générale : ces vecteurs changent de direction en fonction de
la facette considereée.

Hypothese : on connait les trois contraintes principales : par exemple o, > o, > o,
on trace trois cercles (appelés tricercles de Mohr)

centre diamétre
01(Zxt% g | ACZ=ox—o;
2
BC=o, -
02(%L 1% g C=oy-o;
03(Zx % gy | ABTox
Contrainte
tangentielle t
'[ - b L. - | P
! B (OY,0)
C (G20) A (Gx0)
02 : 01 O3
o——6 S >
M Contrainte
o normale ¢
G Ox
Oy

Distance d’un point par rapport au centre du cercle i : d, ; rayon du cercle i : Ri

d/-Ri2<0 : point a I’intérieur du cercle
d?-Ri2=0 : point sur le cercle

d/-Riz>0 : point a I’extérieur du cercle
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O —
Coordonnees du point P : ( ] dans le repére local (M, i, t).
T

Cercle de centre O3 ;

2
42 _R? :oya{%)

2 2 2
0.p2=724| x| ABY _[9x =0y
3 2 2 2

d2-RZ=02+72-0-(0y +0,)+0, -0,

Or:
a-0y
Cmn) =[0(M)]-ﬁ= B-o, ,funitaire a2+ g2+ y2=1
RV Oz

c=Cwmn)-N=a?-oy +p? 0, +y% 0,

~ 2
C(M,I’]) :O-2+z-2:az.o-X2+ﬂ2.0Y2+72.o-Zz
D’ou

ds —Rs =a2~ax2+ﬁ2~o'Y2+;/2-022—(a2~o'X +f%-oy +7/2'0-2)'((7x +UY)+O-X Oy
di -R; =y2-0,2+0, -0, -(1-a?-f?)-y*-0, (o, +0y)
df R =y2-0,2+0, -0, - y?~y* 0, (0 +0)

d§ _R§ :72'(52 _Ux)'(gz _O-Y)

De méme :
dz2 _R22 :az'(ax _O'z)'(o'x _O-Y)

d12 _R12 :ﬂz'(av _O-x)'(av _O-z)

On multiplie les trois ensemble :
(d32 —R32)-(d22 _Rzz)'(dlz _R12)=_a2,ﬂ2,72,(62 _GX)Z '(Gz _O_Y)Z '(Ux _0\()2 <0

Il'y a donc trois possibilités :
- Soit le point P est a I’intérieur des trois cercles : impossible car deux cercles sont
tangents
- Soit le point P est a I’intérieur d’un cercle et a I’extérieur des deux autres
(surface grisée).
- Soit le point P est sur un cercle (contour de la surface grisée)
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Contrainte

tangentielle t

»
»

M Contrainte
normale ¢

PR
)
0

Oz Ox

VII 2 : propriétés des cercles de Mohr

Le plan principal est défini par deux axes principaux. On s’intéresse aux contraintes
sur les facettes dont la normale appartient au plan principal.
Par exemple :

o
ic(M,X,¥Y), n= B

d
v

remarque : (M Z) appartient au plan de la facette.
Donc d; —R; :72'(0-2 —Ox )'(Gz _GY)ZO
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Le point P (extrémité du vecteur contrainte dans le plan de Mohr) appartient au cercle de
diametre [AB].

Oy 0 0 a ooy
Com) Z[O'(M)]'ﬁz 0 oy 0 |e Yij = B-o,
0 0 oz | mxvz)? =0 mxyz) O
o =C0SQ —sing
n= p=sing; t = cos@
(M,x.¥,Z) 0 (M,x.¥,Z) 0

C = . 1+cos2 1-cos2
o=Cmn)-N=C08%p -0y +siNp-0y = . 2 ¢Ux+ 2 ¢UY

7=Cmn)-t =-C0Sep-Sing-o, +CoSp-Sing- o,

Oy +0O Oy —
_ZXx Y L ZX

Oy
o= cos?2
2 2 ¢

r= —%sin 20

Remarque :

o, +0 Oy —O
- —* =X T cos2p
2 2

=X % ;O-Y sin2¢p

. - oy +0
C’est I’équation d’un cercle de rayon O-X—ZGY et de centre (——;0).
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tangentielle t

A
Oz Oy O3 o .
I »
M . I Contrainte
- ! Ox normale ¢
(M.n ) I
|
|
S A NS o (0 ci)
. ici
5 ¢
B

2:p= (@:@A)

VI 3 : cas particulier de champs de contraintes

A : état plan de contraintes ‘CP’

Définition : un solide est dans un état plan de contraintes (plan perpendiculaire a (M Z))

lorsqu’il existe un repére R(O, X, Y, Z)Iié a ce solide tel que la matrice des contraintes soit de
la forme :

Cmx)y Cwmy)y Cwm2z

o, Ty 0 | X

[a(M)]= Ty o 0|y ;o,71,,0,s0ntindépendartsde z
0 0 0| Z

Conséquences :

Quelque soit le point de la facette considérée, Coum € (M, %,y)
Pour la facette de normale Z, Cqu.z) = 0

Le plan (M y X, y)est principal : il contient les deux axes principaux X etY
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B : exemple
Déterminer les contraintes principales et les directions principales a partir de la représentation
de Mohr, connaissant les contraintes sur deux facettes perpendiculaires.

X etY directions principales !

reperes :
(M Fa Z) repéreglobal, (M XY, Z)repére principal, (M n,t, Z)et (M n, b, Z)repéreslocaux

Pour la représentation de Mohr, on doit exprimer les vecteurs contraintes dans les repéres
locaux.

Dans notre exemple, au vude Cm ) et Cmn,),0,>0,0,>0,7<0

o,>0 1 0 o,
Cmmx) <0; n 0, t 1, MP,=Cwx) T
%.9.2 0 >'<yz‘0 xy,z‘o 047
<0 0 -1 o,
Cwmy) Gy>0; n, 1; t, 0; MP,=Cwmy) -7
%9.Z 0 xyz’o %.9.Z 0 ity 7 0
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o (porté par 1)

AT
(porté par 1)
'T>0 L. - .. I P2

; C( U’_T.)
E Ox
M QY 5
Cnx) :
T<O e e e :

P1 et P2 appartiennent au cercle de Mohr de centre O3, de rayon [AB]/2, avec O, € (M ,ﬁ)

(O3H,OSP1):2-¢; (remarquesip — 0, X —>n,, o, — o)

508 )= ot ).
(o n ospz) (5+9)2

car les deux directions principales X etY sont orthogonales.

Donc (O3F>1,O3 P2)= 7, [P1P2] est le diamétre du cercle, centre O3 : on en déduit o, , o, ete

2
O, — 0O
+\/{ X yJ +7°
2

o, +0,
Oy =
2
o,+0,
oy =
2

= —1 arctan
=73

2
SR
2

27

Gx—ayJ
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T (porté par £) 4

0 |

o (porté par 1)
oY

[
»

<0

2.9=(0,P;0,A)
Remarque : en diagonalisant la matrice :

o, — A T 0
dét([a(M)]—/i-[ld]):O: T
0 0 0-4
A =0=0,
A7 —(O'X +O'y)-ﬂ,+O'X o, -72=0

A=(0X +0y)2 —4~(0'X o, —T2)=(O'X —Gy)2 +4-72>0

_(O'X +O'y)+'\/A B
2 = 5 =0y
(O‘X +0y)—\/A
3: 2 =GY

I1 ne reste plus qu’a déterminer les vecteurs propres...

Exercice :

Soit la matrice des contraintes (en MPa) dans le repére (M, X, y,Z) .
-20 30 0

loan]=| 30 -0 0
0 0 0

Déterminer les contraintes principales et les directions principales par la construction de
Mohr.
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Solution :
Il faut exprimer les vecteurs contrainte dans les repéres liés aux facettes (repéres locaux)

A —-20 —20 A 30 —10
Comzy=| 30 =1 30 ,Canzy =|—10 =|-30
0 7 mzya 0 /i 2) 0 /(mz5.2 0/ (mmz55,2)

C(M,J?) = MPl, C(M’i) = MPZ

P,

Ox

Par mesure (ou par calcul) :
ox=11 MPa; oy= -43 MPa; 2¢=-108°

Exercice : soit la matrice des contraintes (en MPa) dans le repére (M, X, Y, 7).

0 0 0
loan]=|0  -10 40
0 40 50

Déterminer les contraintes principales et les directions principales par la construction de
Mohr. Verifier par le calcul.

Solution :

oy= 70 MPa; a,= -30 MPa; 2¢=-126.8°

Exercice : soit un état plan de contraintes défini par les contraintes qui agissent sur deux faces

élémentaires perpendiculaires de normales ﬁ; etnt ;
o1 =50MPa, 1 = -10V3Mpa, 62 = 30 MPa.
Déterminer les contraintes principales o, eto, ainsi que les directions principales.
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Solution :

] 50 . 30
Commp) = <—10 B)  Comg) = (10 ‘3>
0 /w5 0/ (mmz552)

0= 60 MPa; oy = 20 MPa; 2¢= 60°
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